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  PRESENTACIÓN


  La Escuela Nacional Preparatoria ha trabajado durante 145 años en la formación de jóvenes llenos de ideales y metas por cumplir, con deseos de superación y comprometidos con su país, a quienes tenemos que guiar y conducir hacia el logro de sus éxitos académicos, factores que reforzarán su seguridad personal.


  Las herramientas que adquieran los estudiantes durante esta etapa escolar serán fundamentales, la columna vertebral que sostenga sus estudios profesionales, con lo que el desarrollo de habilidades y actitudes se verá reflejado en su futuro próximo.


  Es nuestra responsabilidad dotar a los alumnos de los materiales didácticos que los ayuden a enfrentar los retos que implica el proceso de aprendizaje, para que continúen con sus estudios de manera organizada, armónica y persistente.


  Por eso, los profesores que forman parte de esta dependencia universitaria trabajan colegiadamente; ponen toda su energía para desarrollar materiales e innovar en lo que concierne a las técnicas de estudio para los alumnos, a fin de que cuenten con elementos de apoyo que les permitan adquirir mejores conocimientos y los conduzcan a concluir de la mejor manera sus estudios en la preparatoria.


  El presente libro es un elemento didáctico que facilita la enseñanza y el aprendizaje. Se puede utilizar de forma autodidacta o con la ayuda de los muchos profesores que a diario brindan asesorías en cada uno de los planteles de la Escuela Nacional Preparatoria.


  Continuaremos en la búsqueda de más y mejores elementos didácticos presenciales y en línea, con el objetivo de apoyar a nuestros alumnos en los procesos de aprendizaje para que aprueben y egresen del bachillerato.


  Sólo me resta desearles éxito en su camino personal y profesional.


  Juntos por la Escuela Nacional Preparatoria.


  
    Mtra. Silvia E. Jurado Cuéllar

    Directora General
  


  PRÓLOGO


  El presente libro contiene el desarrollo íntegro del programa de la asignatura de Matemáticas V perteneciente al plan de estudios vigente de la Escuela Nacional Preparatoria de la UNAM.


  A lo largo una considerable trayectoria docente, el autor desarrolló notas de clase que con el tiempo han conformado esta obra, por lo que su contenido constituye una herramienta probada y ahora se convierten en un apoyo complementario para el alumno dentro de su aprendizaje.


  El título comprende tres elementos que definen la esencia del libro: el placer que muestra el gusto por el aprendizaje de las Matemáticas, el dominio que motiva al estudiante al tiempo que lo reconoce como una persona inteligente, y sin complicaciones porque los temas son tratados sin rodeos.


  Al poseer una visión metodológica, son dos los objetivos fundamentales que persigue este trabajo:


  
    	Ser una guía académica que profundice los temas que son abordados por el profesor.


    	Posibilitar al alumno un autoaprendizaje de aquellos temas que por alguna razón no pudo adquirir en clase.

  


  Este libro pretende suministrar a los profesores y estudiantes diversos elementos que enriquezcan el proceso enseñanza-aprendizaje de esta importante asignatura. Esta estrategia incluye:


  
    	La exposición íntegra y con claridad de todos los temas que corresponden a las cuatro áreas básicas de las Matemáticas que se incluyen en el programa de estudios: Funciones (unidad I), Trigonometría (unidad II), Funciones Logarítmicas y Exponenciales (unidad III), así como la Geometría Analítica (unidades IV a la XI).


    	La inclusión de una gran cantidad de ejemplos resueltos, los cuales sirven de modelo para que el estudiante comprenda los conceptos expuestos y sea capaz de resolver los diversos ejercicios que se plantean a final de cada capítulo. Además, se destacan las definiciones y fórmulas que son de mayor relevancia.


    	El cuidado sobre la extensión de los temas a fin de que correspondan al tiempo real con que se dispone en el ciclo lectivo


    	Estructurar una base sólida, pero a la vez accesible, para futuros estudios de otras ramas de las Matemáticas, especialmente del Cálculo Diferencial e Integral.

  


  Este trabajo se ubica de forma precisa en el actual contexto del programa de estudios para la materia, con el objeto de evitar que el estudiante recurra a la consulta de numerosos textos que puedan conducir a complicaciones o confusiones por la diversidad de enfoques expositivos. Por ello, esta obra desarrolla con la profundidad adecuada los principales conceptos de cada una de las unidades.


  El autor desea expresar el agradecimiento a todas aquellas personas que contribuyeron con sugerencias, comentarios, revisión de temas y apoyo para la publicación de este libro, convencido de que su difusión fortalecerá la calidad del proceso de enseñanza-aprendizaje dentro de las Matemáticas de nuestra querida Escuela Nacional Preparatoria.


  INTRODUCCIÓN


  El contenido del presente trabajo se orienta a posibilitar que el alumno se familiarice con los conceptos que son relevantes dentro del curso de Matemáticas V del plan de estudios de la ENP. Sin embargo, no pretende ser una obra más que se clasifique dentro de la amplia bibliografía de consulta, sino más bien, intenta proponer algo diferente que pueda ofrecer mayores resultados dentro del aprendizaje de esta asignatura, reconociendo la inmensa dificultad que representa su entendimiento para una gran cantidad de alumnos que la cursan.


  De acuerdo a lo anterior, el enfoque es distinto, y en ese sentido esta obra fue elaborada siempre bajo el entendido de cuatro aspectos fundamentales:


  Primero, que el alumno le pierda el tradicional miedo a las matemáticas. Por esta razón se inicia cada tema con una amplia explicación de cada concepto y con ejemplos ilustrativos muy simples a fin de que el alumno adquiera confianza y que se demuestre a si mismo que es capaz de aprender los contenidos. Eso sirve como base para ir profundizando los conceptos e ir elevando paulatinamente el nivel a medida que se requiera.


  Segundo, introducir al alumno al manejo de las técnicas elementales que se utilizan en los cálculos para el paso siguiente: una vez entendido el concepto, que el alumno tenga la capacidad de análisis y pueda resolver problemas. Hay que admitir que un buen número de alumnos no retienen el conocimiento más allá de unos cuantos días. Este aprendizaje aparente es muy grave puesto que estos alumnos realmente no fueron capaces más que de reproducir ejercicios muy semejantes a los vistos en clase y cuyo objetivo real fue el de entregar una tarea o acreditar un examen. Es evidente que mientras no exista un cambio conductual, el alumno realmente no ha aprendido. Por ello se destaca la trascendencia del aprendizaje del concepto más allá de la aplicación de fórmulas. Hay que reconocer que con el tiempo algunos conocimientos puedan olvidarse como consecuencia de la falta de su uso, sin embargo existen conceptos que bien aprendidos jamás se olvidarán porque existe una aplicación práctica. Es por esta razón por la que se incluyen apartados con algunas de las aplicaciones de los conceptos más importantes del curso.


  Tercero, no se comparte la filosofía de que mientras más complicado sea un libro es mejor. A los alumnos les agrada la idea de que sean accesibles y directos. En ese sentido la obra no pierde su esencia y reconoce que lo importante es ir al núcleo del concepto sin tanto rodeo, con una exposición explícita para evitar confusiones o desinterés del alumno.


  Cuarto, esta obra también ayuda al profesor a facilitar su enseñanza ya que representa un material de apoyo en su labor, desde evitar escribir en exceso en el pizarrón y concentrarse en aquellos tópicos que juzgue más convenientes. Este texto desecha el mito de que las notas del profesores sólo son de él y nadie más puede tener acceso. Por el contrario, se considera de mayor utilidad si se ponen al alcance de los alumnos. El hecho de que el estudiante pueda saber lo que el profesor va a enseñar, o bien a repasar lo que ya se vio en clase, sin duda es una contribución fundamental a su labor docente


  El contenido del presente libro coincide con el programa de la materia, sin embargo, existen algunos temas que han sido ponderados de forma más importante de acuerdo a la experiencia docente, lo cual admite implícitamente que es una visón personal de desarrollar el curso.


  Escapa del ámbito de este trabajo la demostración rigurosa de algunos conceptos que se consideran didácticamente inadecuados. Para aquel lector que desee profundizar un tema, al final se presenta la bibliografía sugerida en donde se pueden consultar las demostraciones o deducciones de ciertas expresiones. Recuérdese que este texto es como si fueran unos apuntes del propio alumno. La idea central es que los sienta suyos y sin complicaciones. No se pretende competir con ningún otro texto, simplemente pretende cubrir una necesidad real ante una evidente escasez de material pensando particularmente en el alumno


  El presente libro constituye un complemento a otros programas de apoyo a materias que poseen tradicionalmente altos índices de reprobación. La virtud de integrar el material en un sólo texto resuelve el sistemático problema de la adquisición por fascículos, la inapropiada extensión de los temas y la complicada distribución de los otros programas implementados. Esta obra es la respuesta a las necesidades que han surgido a raíz del poco éxito de dichos programas. Su contenido inédito se basa en las notas absolutamente personales del profesor y que han sido impartidos exitosamente durante muchos años.


  Tomando como referencia el programa de la materia, la estructura de este libro puede dividirse en dos grandes rubros. El primero es que el alumno conozca la teoría elemental de funciones. Con base en esto, el alumno será capaz de entender y dominar funciones fundamentales en el estudio de las matemáticas: las trigonométricas, las exponenciales y las logarítmicas.


  Por su parte, el segundo rubro aborda los aspectos geométricos a través de la geometría plana y de la analítica. Particularmente en esta última se enfatizan las propiedades de las figuras, mediante procedimientos algebraicos. Esto significa que se aportan soluciones a problemas geométricos y, mediante la relación álgebra-geometría, se establecen las interacciones entre ecuaciones y lugares geométricos que representan.


  Con este trabajo se pretende que la Escuela Nacional Preparatoria posea un material alterno de fácil distribución y que ayude a coadyuvar a superar los severos problemas de reprobación que acusa la materia, se resalta que el objetivo central es seguir apoyando al alumnado que desea aprender los contenidos de la asignatura de Matemáticas V con un enfoque sencillo y bajo un formato novedoso.


  RELACIONES Y FUNCIONES

  UNIDAD I


  I.1 PRODUCTO CARTESIANO


  Es el conjunto formado por todas las parejas ordenadas, cuyo primer elemento de la pareja ordenada pertenece a un primer conjunto y cuyo segundo elemento pertenece a un segundo conjunto. Si [image: ]


  y [image: ]son dos conjuntos su producto cartesiano se denota [image: ] o [image: ]y se lee respectivamente: ”[image: ] cruz [image: ]” o “[image: ] cruz [image: ]”.


  Ejemplo.


  Sea un conjunto integrado por los nombres de mujer:[image: ]y otro integrado por los apellidos:[image: ]


  El producto cartesiano [image: ]es:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Dado que las respectivas cardinalidades de los conjuntos son: [image: ]y [image: ], entonces: [image: ]


  Asimismo, se tiene que:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Nótese como [image: ]


  I.2 RELACIONES


  Una relación es un conjunto de parejas ordenadas, formadas de la correspondencia entre los elementos de dos conjuntos dados.


  Tomando el ejemplo anterior, algunas relaciones pueden ser:


  [image: ]

  [image: ]



  Otros ejemplos de relaciones establecidas entre los elementos de dos conjuntos pueden ser:


  1. La distancia recorrida por un vehículo con su velocidad.


  2. Los nombres de los alumnos con su calificación.


  3. Los presidentes de un país con el periodo de presidencia.


  4. Sea [image: ]el conjunto formado por todos los países del mundo y sea [image: ] el conjunto formado por todas las capitales políticas del mundo. La relación [image: ]= "tiene por capital política a" establece que solamente existe un elemento del segundo conjunto que se puede asociar con cada elemento del primer conjunto. Ejemplos de elementos de esta relación son:


  [image: ][image: ][image: ], etc.


  [image: ]


  5. Sea [image: ] el conjunto formado por los países del mundo y sea [image: ]el conjunto formado por los continentes. La relación [image: ]= "pertenece a" establece que dos ó más elementos del primer conjunto son asociados con cada elemento del segundo conjunto. Ejemplos de los elementos de esta relación son: [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


  [image: ]


  6.Sea A el conjunto formado por los países del mundo y sea B el conjunto formado por las ciudades del mundo. La relación [image: ]= "tiene como ciudad a", establece que para un elemento del primer conjunto son asociados dos ó más elementos del segundo conjunto. Ejemplos de los elementos de esta relación son: [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


  [image: ]


  Las relaciones se pueden clasificar como:


  [image: ]


  I.3 CONCEPTO DE FUNCIÓN


  Una función es una relación con la característica de que a cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y solamente un elemento del segundo conjunto.


  Formalmente, para poder establecer una función es necesario que:


  1) Exista un conjunto [image: ]llamado dominio de la función.


  2) Exista un conjunto [image: ] llamado codominio de la función.


  3) Exista una regla de correspondencia entre los dos conjuntos, de tal forma que a los elementos del dominio les haga corresponder uno y solo uno de los elementos del codominio.


  Una función se denota usualmente por una letra minúscula, por ejemplo: [image: ], [image: ], etc.


  Ejemplo.


  La correspondencia entre los conjuntos [image: ]y [image: ]:


  [image: ]


  representa una función ya que cada elemento del dominio tiene asociado uno y sólo un elemento del codominio.


  Una función [image: ] definida del conjunto [image: ]al conjunto [image: ]se denota como [image: ], [image: ]corresponde al dominio de la función, [image: ]pertenece al codominio de la función y [image: ]es la característica de la función (regla de correspondencia). La característica indica que se debe hacer con cada elemento del conjunto [image: ] para obtener los elementos correspondientes en el conjunto [image: ]


  Es posible describir los elementos de una función si se utiliza un diagrama, también es posible especificar las parejas ordenadas formadas cuando el número resultante de ellos, después de haber aplicado la función, es pequeño. Sin embargo, no siempre se trabaja con funciones donde el número de parejas ordenadas resultantes es finito. En estos casos, para describir una función es necesario establecer claramente cual es la regla de correspondencia y sobre que elementos se puede aplicar.


  Para indicar los elementos del dominio se escoge una letra que representa a todos los elementos de este conjunto. Esta letra recibe el nombre de variable, ya que puede tomar como valor cualquier elemento del conjunto. Usualmente se escoge la letra [image: ]


  El valor que toma la variable [image: ] no depende de ninguna condición. Esta variable puede tomar como valor cualquier elemento del dominio, por eso se le llama variable independiente.


  Los elementos del segundo conjunto también pueden ser representados si utilizamos una variable (usualmente la letra [image: ]. No obstante, esta segunda variable depende del valor que se le ha asignado a la variable independiente, y es por eso que recibe el nombre de variable dependiente.


  Considerando lo anterior, si [image: ]es una función de [image: ], lo cual se expresa simbólicamente como: [image: ]


  [image: ]


  DOMINIO DE UNA FUNCION


  El dominio de una función no se especifica, sino que sólo se da una regla o ecuación que define la función. El dominio de una función [image: ]de variable real es el conjunto de números reales para el cual la regla tiene sentido o, más específicamente, para el cual el valor [image: ]es un número real.


  IMAGEN Y RANGO DE UNA FUNCIÓN


  El elemento que se obtiene en el segundo conjunto después de aplicar la regla de correspondencia a un elemento del primer conjunto, recibe el nombre de imagen. Si [image: ]es el elemento en el dominio la imagen se denota como [image: ]


  Rangoo recorrido es el conjunto formado por todas las imágenes correspondientes al dominio.


  [image: ]


  Ejemplo.


  [image: ],[image: ]N, [image: ], identificar sus características.


  Solución.


  Se efectúa la tabulación:


  [image: ]


  El dominio es el primer conjunto de la función: [image: ]


  El codominio es el segundo conjunto de la función: [image: ]


  La imagen de [image: ]es [image: ], de [image: ]es [image: ], de [image: ]es [image: ], de [image: ]es [image: ] y de [image: ]es [image: ]


  El rango es el conjunto de imágenes: [image: ]


  I.4 CLASIFICACIÓN DE FUNCIONES


  Las funciones pueden clasificarse de la siguiente forma:


  [image: funciones_1]


  
    	
      Una función inyectiva es aquella que al tomar dos valores diferentes en el dominio sus imágenes van a ser diferentes.

    


    	
      Una función suprayectiva es cuando el rango es igual al codominio. Eso significa que todos los elementos del codominio están relacionados con alguno del dominio.

    


    	
      Una función es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva simultáneamente.

    

  


  Ejemplo.


  Sea la siguiente función:


  [image: ]


  El dominio es [image: ]


  El codominio es [image: ]


  La imagen de [image: ]es [image: ]; de [image: ]es [image: ]; de [image: ]es [image: ]; y de [image: ]es [image: ]


  El rango es [image: ]


  Se trata de una función inyectiva puesto que la asociación es uno a uno, independientemente de que sobre el elemento [image: ]


  Ejemplo.


  Sea la función: [image: ],[image: ]Z[image: ]


  Si se tabula, se tiene:


  [image: ]


  El dominio es [image: ]


  El codominio es [image: ]


  La imagen de [image: ]y [image: ]>es [image: ], de [image: ]y [image: ] es [image: ], de [image: ]y [image: ]es [image: ]y de [image: ]es [image: ]


  El rango es [image: ]


  Se trata de una función suprayectiva porque todos los elementos del codominio están asociados con al menos uno del dominio.


  Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Sea la función [image: ][image: ]N, [image: ]


  Tabulando, se tiene


  [image: ]


  El dominio es [image: ]


  El codominio es [image: ]


  La imagen de [image: ][image: ][image: ][image: ], de [image: ]es [image: ][image: ]es [image: ] y de [image: ]es [image: ]


  El rango es [image: ]


  Al cumplir con ser una función inyectiva y suprayectiva, es también biyectiva.


  Gráficamente esto es:


  [image: ]


  I.5 TIPOS DE FUNCIONES


  FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA EXPLÍCITA


  En general, si es posible resolver una ecuación para [image: ]en términos de [image: ], se escribe [image: ]y se dice que la función esta dada explícitamente. Esto significa que la variable dependiente está despejada.


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  2) [image: ]


  FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA IMPLÍCITA


  Por otra parte, cuando la regla que define a una función [image: ]esta dada por una ecuación en [image: ] y [image: ], de la forma [image: ], se dice que la función esta dada implícitamente. Esto significa que la variable dependiente no está despejada.


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  2)[image: ]


  FUNCIONES ALGEBRAICAS


  Son aquellas en que aparecen las operaciones de suma, resta, multiplicación, división potenciación y radicación.


  Ejemplos.


  1)[image: ]


  2)[image: ]


  FUNCIONES TRASCENDENTES


  Son las funciones trigonométricas, las trigonométricas inversas, las logarítmicas y las exponenciales.


  Ejemplos.


  1)[image: ]


  2)[image: ]


  FUNCIONES CRECIENTES


  Una función [image: ]es creciente sobre un intervalo (rango de dos valores pertenecientes a los números reales tales que uno es mayor que otro) en R si, para cualquier [image: ]y [image: ]en R, donde[image: ], se tiene que [image: formula1], es decir, los valores de función se incrementan.


  [image: ]


  FUNCIONES DECRECIENTES


  Una función [image: ]es decreciente sobre un intervalo en R si, para cualquier [image: ]y [image: ]en R, donde [image: ], se tiene que [image: ], es decir, los valores de función disminuyen.


  [image: ]


  FUNCIONES CONTINUAS


  Una función es continua cuando su gráfica no presenta ningún “corte”.


  [image: ]


  Existen funciones que se definen a través de intervalos cuyo dominio es [image: ], sin embargo no son continuas, por ejemplo:


  [image: ]


  



  Ejemplos.


  1. En la función [image: ], no existe un valor de [image: ] que haga que la curva tenga un corte o “brinco” por lo tanto, es continua.


  2. En la función [image: ], se sabe que para que esté definido en R, se debe de cumplir que, [image: ]o bien: [image: ], resolviendo: se tiene que [image: ], por lo que el dominio es R a partir de valores iguales o menores a [image: ]. Así que es continua en el intervalo [image: ]


  FUNCIONES DISCONTINUAS


  Una función es discontinua si su gráfica presenta al menos un “corte”.


  [image: ]


  Ejemplos.


  1. En la función [image: ], el valor de [image: ]para [image: ] no está definido, por lo que el dominio es R exceptuando [image: ]. El dominio puede expresarse como la unión de los intervalos [image: ], así que es discontinua en ese valor.


  2. En la función [image: ], los valores de [image: ]para [image: ][image: ]no están definidos, por lo que el dominio es R exceptuando [image: ] y [image: ]. El dominio puede expresarse como la unión de los intervalos [image: ], así que la función es discontinua para estos dos valores.


  I.6 FUNCION INVERSA


  Si [image: ]es una función que tiene por dominio al conjunto [image: ]y por rango al conjunto [image: ], entonces se llama la función inversa de [image: ], aquella que tiene por dominio el conjunto [image: ]y por rango al conjunto [image: ]. A la función inversa de [image: ]se le denota por [image: ]. Esquemáticamente esto es:


  [image: ]


  Para encontrar la regla de correspondencia de la función inversa, se debe despejar [image: ]de la función original ya que, para la función inversa, esa es la variable dependiente. En otras palabras se efectúa el procedimiento siguiente:


  
    	
      Se establece [image: ]

    


    	
      Se intercambia [image: ]por [image: ].

    


    	
      Se despeja [image: ]y se define como [image: ]

    

  


  Es importante recalcar que no todas las funciones tienen inversa, sólo aquellas que son biyectivas.


  Ejemplos.


  Obtener la función inversa de las siguientes funciones:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ], despejando [image: ], se tiene: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ], despejando [image: ], se tiene: [image: ]


  Nótese como para que cumpla con la definición de función, sólo se toma la raíz positiva.


  3)[image: ]


  Solución.


  [image: ], para que cumpla con la definición de función, al despejar [image: ]se debe tomar alguno de los dos signos derivados de la raíz, en este caso se toma la raíz positiva:


  [image: ][image: ]


  4) En Estados Unidos los termómetros utilizan una escala llamada Fahrenheit, la cual es diferente a la escala centígrada que se usa en México. La expresión que relaciona a estas dos formas de medir la temperatura es:[image: ]


  La función inversa, permite calcular la temperatura centígrada si se tiene la escala Fahrenheit. Esta conversión es muy aplicada en termodinámica:


  [image: ]


  I.7 GRÁFICA DE FUNCIONES


  Cuando la regla que define una función [image: ]esta dada por una ecuación en [image: ]y [image: ], la gráfica de [image: ]es el conjunto de puntos [image: ] en el plano cartesiano que satisfacen la ecuación.


  No todo grupo de puntos en el plano cartesiano representa la gráfica de una función. Si se recuerda que para una función, [image: ], cada número [image: ]en el dominio de [image: ]tiene una y solo una imagen. Así, la gráfica de una función [image: ]no puede contener dos puntos con la misma coordenada [image: ]y diferentes coordenadas [image: ]. Por tanto, la gráfica de una función debe satisfacer la siguiente prueba de la línea vertical: un conjunto de puntos en el plano cartesiano es la gráfica de una función sí una línea vertical intersecta la gráfica sólo en un punto.


  Cuando se quiere graficar una función, primero se tiene que expresar en forma explícita, después se establece su dominio a fin de elegir adecuadamente los valores de [image: ]para tabular obteniendo suficientes valores y finalmente se unen los puntos para trazar la gráfica.


  Ejemplos. Graficar las siguientes funciones [image: ][image: formula251] estableciendo sus campos de variación.


  1) [image: ]


  Solución.


  Se observa en el denominador que si el valor de [image: ]es [image: ], la función no está definida en R, Así que se dice existe [image: ] para toda [image: ] excepto en [image: ]


  Si se utiliza el símbolo [image: ]que significa existe y el símbolo [image: ]que significa para todo, entonces lo anterior puede expresarse como: [image: ][image: ]


  Dominio =[image: ]


  Codominio = R


  Rango [image: ]


  [image: cuadro]


  


  [image: image167a]


  


  2) [image: ]


  Solución.


  Se observa en el denominador que si el valor de [image: ]es [image: ]ó [image: ], la función no está definida en R. Por lo tanto, [image: ]excepto en [image: ] y [image: ]


  Dominio =[image: ]


  Codominio = R


  Rango [image: ]


  [image: ]


  


  [image: ]


  


  3)[image: ]


  Solución.


  Se observa en el denominador que si el valor de [image: ]es cero, la función no está definida en R. Por lo tanto, [image: ]excepto en [image: ]


  Dominio =[image: ]


  Codominio = R


  Rango [image: ]


  [image: ]


  


  [image: ]


  


  4) [image: ]


  Solución.


  Se observa no hay ningún valor de [image: ]que impida que la función no esté definida en R. Por lo tanto, [image: ]


  Dominio = [image: ]


  Codominio = R


  Rango [image: ]


  [image: cuadro3]


  


  [image: ]


  


  5)[image: ]


  Solución.


  Se observa en el denominador que si el valor de [image: ]es [image: ], la función no está definida en R. Por lo tanto, [image: ]excepto en [image: ]


  Dominio = [image: ]


  Codominio = R


  Rango [image: ]


  [image: cuadro4]


  


  [image: ]


  


  Nótese como esta función se puede factorizar, como [image: ], sin embargo, a pesar de que parece que son iguales, en la función original sigue sin existir en [image: ]. Por lo tanto, el orificio que aparece en la gráfica, significa una discontinuidad en la recta original.


  6)[image: ]


  Solución.


  Para que la función esté definida en R, tiene que cumplirse que: [image: ], así que resolviendo se tiene: [image: ]. Por lo tanto, [image: ]con [image: ]


  Dominio = [image: ]


  Codominio = R


  Rango [image: ]


  [image: ]


  


  [image: ]


  


  7)[image: ]


  Solución.


  Para que la función esté definida en R, tiene que cumplirse que : [image: ], así que resolviendo se tiene que existe para [image: ]. Por lo tanto, [image: ]con >[image: ]


  Dominio =[image: ]


  Codominio = R


  [image: ]


  


  [image: ]


  


  I.8 APLICACIONES


  Los números y las relaciones entre ellos pueden representarse como enunciados simbólicos, los cuales brindan un medio para modelar, investigar y mostrar las relaciones del mundo real. Es raro el interés en una sola cantidad o categoría. Generalmente interesa la relación entre ellas (la relación entre edad y estatura, temperatura y hora del día, sexo y ocupación, etc.). Esas comparaciones se pueden expresar utilizando ilustraciones diagramas, gráficas, cuadros, ecuaciones algebraicas o palabras. Las gráficas son especialmente útiles para examinar las relaciones entre cantidades.


  Hay muchas clases posibles de relaciones entre una variable y otra. Un conjunto básico de ejemplos sencillos de estas relaciones incluye:


  1)Directamente proporcional, en la que una cantidad siempre mantiene la misma proporción con otra. Por ejemplo, de acuerdo con la segunda ley de Newton, la fuerza [image: ]ejercida que se ejerce a un cuerpo es directamente proporcional a la aceleración [image: ] que recibe su masa [image: formula2], en términos de función [image: ]


  2) Inversamente proporcional, en la que a medida que una cantidad aumenta, la otra disminuye en proporción. Por ejemplo, cuando en un móvil la velocidad [image: ]aumenta el tiempo [image: ] que emplea para desplazarse de un punto [image: ]a otro disminuye: [image: ]


  3) Acelerada, cuando una cantidad se incrementa uniformemente, la otra aumenta más y más rápido. Por ejemplo, de acuerdo con la Ley de Joule, en un conductor eléctrico de resistencia[image: ]la disipación de calor [image: ]está dada por el cuadrado de la intensidad de corriente eléctrica [image: ]: [image: ]


  4)Convergente, a medida que cierta cantidad se incrementa sin limite, la otra se aproximará más y más a algún valor límite. Por ejemplo, en la función [image: ]a medida de que [image: ]crece ilimitadamente el cociente es cada vez más cercano a la unidad.


  5) Cíclica, al incrementarse una cantidad, la otra aumenta y disminuye en ciclos repetidos. Por ejemplo, las estaciones del año tienen un comportamiento cíclico: desde que inicia la primavera en el hemisferio norte a medida que transcurre el tiempo los días cada vez son más largos hasta llegar al solsticio de verano. En otoño a medida que transcurre el tiempo los días cada vez son más cortos hasta que llega el solsticio de invierno. Para el hemisferio sur, el comportamiento es exactamente al revés.


  6)Escalonada, al cambiar una cantidad continuamente, la otra lo hace en saltos. Por ejemplo, en algunos países los contribuyentes pagan impuestos de acuerdo a una tarifa de bloques. Están exentos de impuestos los trabajadores que tengan un ingreso anual menor de [image: ]dólares. Pagan el [image: ]de impuesto quienes hayan ganado hasta [image: ]dólares anules. Aquellas personas que rebasen los [image: ]dólares al año en ingreso pagan un impuesto de [image: ]


  Con frecuencia, la cantidad que más interesa es la rapidez con que algo cambia, más que el cambio mismo. En algunos casos, el índice de cambio de una cantidad depende de otra, por ejemplo, el cambio de presión en un líquido es proporcional a la fuerza que se le aplica. Sin embargo, en otras situaciones, el índice de cambio es proporcional a la cantidad misma, por ejemplo, el número de recién nacidos dentro de una población de ratones depende del número y sexo de los animales ya existentes.


  En este sentido se pueden mencionar algunas aplicaciones de funciones:


  1. Comportamiento económico de costos (punto de equilibrio entre oferta y demanda).


  2. La gráfica de una función suele mostrar mas claramente la relación entre dos variables que una tabla o una ecuación, como en los precios semanales al cierre de las acciones de alguna empresa.


  3. Al graficar como se mueve un objeto con velocidad constante en una trayectoria rectilínea.


  4. Las relaciones se pueden aplicar en un experimento, teniendo un líquido sobre el fuego se puede relacionar las temperaturas del líquido con respecto al tiempo que permanece sobre el fuego.


  5. Efecto de la gravedad en la Tierra. Si una piedra cae desde una altura de [image: ]metros. Sobre la tierra, la altura [image: ]después de [image: ]segundos, esta dada aproximadamente por la expresión: [image: ]


  I.9 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Si [image: ],[image: ], obtener el producto cartesiano [image: ]y [image: ]


  2) Sean: [image: ]R [image: ] y [image: ]R [image: ]. Graficar el producto cartesiano [image: ]


  
    	
      Dada la relación [image: ], con

    

  


  [image: ], determinar la relación formada por las parejas ordenadas, en las que el segundo elemento de la pareja sea un nombre que termine:


  3)Con la letra [image: ]


  4)Que empiece con una consonante.


  
    	
      Determinar si las siguientes relaciones son o no funciones. En caso de serlo, obtener su dominio, codominio e imagen:

    

  


  5)[image: ]R [image: ]


  6)[image: ]R [image: ]


  7)[image: ]R[image: ]


  8)[image: ]R [image: ]


  
    	
      En caso de serlo, determinar el tipo de función que representan las siguientes relaciones:

    

  


  
    [image: ]
  


  13) Explicar el criterio para determinar si una gráfica representa a una relación o a una función.


  
    	
      Realizar la gráfica para el caso correspondiente:

    

  


  14) Una función inyectiva


  15) Una función suprayectiva


  16) Una función biyectiva


  17) Una relación


  
    	
      Presentar dos ejemplos de cada una de las siguientes funciones:

    

  


  18) Explícitas


  19) Implícitas


  20) Algebraicas


  21) Trascendentes.


  
    	
      Graficar funciones que tengan las siguientes características (dos por cada tipo):

    

  


  22) Crecientes


  23) Decrecientes


  24) Continuas


  25) Discontinuas


  
    	
      Obtener la función inversa de las siguientes funciones:

    

  


  26)[image: ]


  27)[image: ]


  28)[image: ]


  
    	
      Graficar las siguientes funciones [image: ][image: formula252] estableciendo su dominio, codominio e imagen:

    

  


  29)[image: ]R [image: ]


  30)[image: ]R [image: ]


  31)[image: ]R [image: ]


  32)[image: ]R [image: ]


  33) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS

  UNIDAD II


  II.1 RAZONES Y FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS


  Un ángulo es la porción de plano limitada por dos semirrectas con origen en un mismo punto. Las semirrectas se llaman lado inicial y final. Al origen común se le denomina vértice del ángulo. Los ángulos positivos se miden en sentido contrario a las agujas del reloj y los negativos en el mismo sentido.


  La trigonometría estudia las relaciones entre los lados y los ángulos de los triángulos1. Su etimología proviene de trigono triángulo y metría medida.


  Sea el siguiente triángulo rectángulo:


  [image: ]


  Se definen las siguientes razones2 trigonométricas directas para el ángulo[image: ]:


  [image: ]


  cotangente:[image: ]


  coseno: [image: ]


  secante:[image: ]


  tangente:[image: ]


  cosecante:[image: ]


  En términos de variables, las funciones trigonométricas son:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  De las definiciones anteriores, se puede concluir que:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  En caso de tener el valor de la razón trigonométrica, para obtener el ángulo, se aplica la razón trigonométrica inversa. Las seis razones trigonométricas inversas para el ángulo[image: ]son las siguientes:


  seno inverso:[image: ] cotangente inversa: [image: ]


  coseno inverso: [image: ] secante inversa: [image: ]


  tangente inversa:[image: ] cosecante inversa: [image: ]


  En términos de variables, las funciones trigonométricas inversas se definen como 3:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  II.2 RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS


  Para resolver triángulos rectángulos, basta con conocer sólo dos datos. Las demás características se pueden deducir aplicando las expresiones anteriores y el teorema de Pitágoras que establece que el cuadrado de la hipotenusa de un triángulo rectángulo equivale a la suma de los cuadrados de los catetos. Esto es: [image: ]


  Ejemplos.


  Dados los siguientes triángulos, obtener los datos que faltan:


  1)


  [image: ]


  Solución.


  Se sabe que [image: ]. Por lo tanto, despejando [image: ]se tiene:


  [image: ]

  [image: ]


  2


  [image: ]


  Solución.


  Por la definición de coseno: [image: ]


  [image: ]


  3)


  [image: ]


  Solución.


  Se sabe que[image: ]. Por lo tanto, se tiene:


  [image: ]

  [image: ]


  4) Determinar la longitud de la sombra que se proyecta en el suelo por una persona de [image: ]metros parada cerca de un arbotante cuya iluminación tiene un ángulo [image: ].


  [image: ]


  Solución.


  Si se sabe que la suma de los ángulos de un triángulo es [image: ], y como [image: ]es [image: ]>, el ángulo que se forma con el suelo es [image: ]. Por lo tanto, se tiene:


  [image: ]


  II.3 MEDIDAS DE UN ÁNGULO


  Las unidades de medida de ángulos mas conocidas son los grados, minutos y segundos. Este tipo de medidas está basada en la división en partes iguales de una circunferencia. Las equivalencias son las siguientes:


  [image: ]un giro completo alrededor de una circunferencia


  [image: ]vuelta alrededor de una circunferencia


  [image: ]de vuelta


  [image: ]de vuelta, etc.


  [image: ]


  También se puede definir otra unidad angular, el radián, que en las aplicaciones físicas es más práctico y directo que trabajar con grados.


  La magnitud de un ángulo medido en radianes está dada por la longitud del arco de circunferencia que subtiende, dividido por el valor del radio. El valor de este ángulo es independiente del valor del radio; por ejemplo, al dividir una pizza en diez partes iguales, el ángulo de cada pedazo permanece igual, independiente si la pizza es chica, mediana o familiar.


  De esta forma, se puede calcular fácilmente la longitud de un arco de circunferencia; solo basta multiplicar el radio por el ángulo en radianes.


  [image: ]


  Ya que se conoce el perímetro de una circunferencia de radio unitario[image: ], entonces el ángulo de una circunferencia completa, medido en radianes es [image: ]. Como además se sabe que este mismo ángulo, medido en grados mide [image: ], entonces se puede definir una equivalencia:[image: ].


  A partir de esta igualdad, se puede determinar que:


  [image: ]


  Para convertir un ángulo de grados a radianes o viceversa, lo que debe hacerse es una regla de tres, considerando que:[image: ].


  Ejemplo.


  Transformar [image: ]a radianes.


  Solución.


  [image: ]. Por lo tanto: [image: ]


  Ejemplo.


  Transformar [image: ]radianes a grados.


  Solución.


  [image: ]. Por lo tanto: [image: ].


  II.4 CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO


  Se llama así a una circunferencia de radio uno y con el centro en el origen de un sistema coordenado. Se puede considerar que el punto [image: ]que se utiliza para calcular las razones trigonométricas es el de intersección de uno de los vértices un triángulo equilátero unitario con el círculo trigonométrico cuyo centro coincide con otro de los vértices del triángulo. Esta consideración permite determinar el comportamiento de los segmentos en el plano que representan gráficamente las razones seno y coseno, tal y como se muestra en la siguiente figura:


  [image: ]


  II.5 VALORES NOTABLES DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS


  En la figura anterior, al mover el ángulo en la dirección mostrada, los segmentos verticales representan las razones seno y los horizontales las razones coseno. Estos valores dependen de la orientación de los segmentos, por lo que ellos determinan el signo de estas razones.


  Además, debido a que la tangente es igual al cociente del seno entre el coseno, que la cotangente, la secante y la cosecante son los recíprocos de la tangente, coseno y seno respectivamente, con saber la magnitud y signo de estas últimas se pueden obtener los valores de las primeras.


  Los valores notables de las funciones trigonométricas se obtienen a partir de sus definiciones considerando los valores de los catetos y de la hipotenusa. Por ejemplo, para calcular los valores para [image: ]se puede construir la siguiente figura:


  [image: ]


  Teniendo en cuenta que se forma un triángulo equilátero unitario en el triángulo rectángulo, el valor de la hipotenusa es uno, el del cateto opuesto es su mitad y, aplicando el teorema de Pitágoras, se obtiene que el valor del cateto adyacente que es [image: ]. Por lo tanto, el valor del seno de [image: ]es [image: ], el valor del coseno de [image: ]es [image: ]y en consecuencia: [image: ]. Aplicando las expresiones [image: ], [image: ]y [image: ]se obtienen los valores respectivos.


  La tabla siguiente condensa estas cifras, además de los valores más notables de las funciones trigonométricas4:


  [image: ]


  II.6 GRÁFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DIRECTAS


  FUNCIÓN SENO


  [image: ]


  A partir del comportamiento del cateto opuesto del círculo trigonométrico unitario, la gráfica de la función seno empieza de cero en [image: ], va aumentando paulatinamente hasta llegar a uno en [image: ]. Después va disminuyendo hasta llegar a cero en [image: ]. Posteriormente disminuye negativamente hasta llegar a [image: ]en [image: ]. Finalmente, va aumentando hasta regresar a cero en [image: ], donde el proceso se repite indefinidamente.


  La siguiente figura muestra su gráfica:


  [image: ]


  El dominio de la función seno es el intervalo abierto [image: ]y el rango es [image: ].


  FUNCIÓN COSENO


  [image: ]


  De forma similar, el comportamiento del cateto adyacente del círculo trigonométrico unitario, la gráfica de la función coseno empieza en uno en [image: ], va disminuyendo paulatinamente hasta llegar a cero en [image: ] [image: ] en [image: ]. Posteriormente crece hasta llegar a cero en [image: ]. Finalmente, sigue aumentando hasta regresar a [image: ][image: ]. Esto se repite indefinidamente, como muestra en la gráfica siguiente:


  [image: ]


  El dominio de la función coseno es el intervalo abierto [image: ]y el rango es [image: ].


  Considerando que las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante se pueden deducir a partir del seno y coseno, se pueden graficar aplicando la relación respectiva en cada punto. Estas gráficas se muestran a continuación:


  FUNCIÓN TANGENTE


  [image: ]


  [image: ]


  Por ser una función discontinua, el dominio de la función tangente es: D[image: ] y el rango es (-¥, ¥).


  FUNCIÓN COTANGENTE


  [image: ]


  [image: ]


  También, al ser una función discontinua, el dominio de la función cotangente es D[image: ]y el rango es [image: ].


  FUNCIÓN SECANTE


  [image: ]


  [image: ]


  Por ser una función discontinua, el dominio de la función secante es D[image: ] y el rango es [image: ].


  FUNCIÓN COSECANTE


  [image: ]


  [image: ]


  También, al ser una función discontinua, el dominio de la función cosecante es D[image: ] y el rango es[image: ].


  II.7 PARÁMETROS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS


  Una función periódica es aquella que cumple que: [image: ], donde [image: ]es el periodo diferente de cero. En general, una función trigonométrica presenta tres parámetros fundamentales: Amplitud [image: ], Frecuencia [image: ]y Fase [image: ]5. La primera es la que cambia el tamaño de la función, la segunda modifica el grado de repetición, y la última determina el desplazamiento de la función. Por ejemplo, específicamente para la función seno se tiene: [image: ]. Cabe señalar que un signo [image: ]en la fase, implica que la función se adelante (o sea, se corre a la izquierda) y un signo [image: ]en la fase implica que la función se atrase (o sea, se corre a la derecha).


  Ejemplo.


  Trazar las gráficas de las siguientes funciones:


  a) [image: ]


  Se aprecia como en la gráfica la amplitud es el doble (dos veces más grande) que la función [image: ], sin embargo la frecuencia y la fase no cambian


  [image: ]


  b) [image: ]


  Solución.


  En este caso, en la gráfica la frecuencia es del doble (se repite más), sin embargo la amplitud y la fase no cambian


  [image: ]


  c)[image: ]


  Solución


  La gráfica mustra como la función se adelanta[image: ]unidades (por el signo +), sin embargo la amplitud y la frecuencia no cambian


  [image: ]


  d)[image: ]


  Solución.


  Aquí se modifican todos los parámetros: la gráfica tiene una amplitud de [image: ](es muy grande), tiene una frecuencia de [image: ](se repite más) y se atrasa[image: ]unidades (por el signo -).


  [image: ]


  e) [image: ]


  Solución.


  En este caso no se modifica ningún parámetro: la gráfica es igual a la función [image: ], sólo que se desplaza [image: ]unidades hacia arriba.


  [image: ]


  II.8 GRÁFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS


  Las funciones trigonométricas no son inyectivas, esto significa que para un cierto valor de la imagen existe un número infinito de valores de [image: ]. Esto significa que estas funciones no tienen inversa, sin embargo, pueden tenerla si se consideran ciertos intervalos donde cumplan con la definición de función y cuya tabulación para cada una se deduce a partir de los valores expuestos en la sección II.5. Esto se muestra a continuación:


  
    	
      Función [image: ]. Su dominio es [image: ]y su imagen es[image: ].

    

  


  [image: ]


  
    	
      Función [image: ]. Su dominio es [image: ]y su imagen es[image: ].

    

  


  [image: ]


  
    	
      Función [image: ]. Su dominio es [image: ]y su imagen es [image: ].

    

  


  [image: ]


  
    	
      Función [image: ]. Su dominio es [image: ]y su imagen es[image: ].

    

  


  [image: ]


  
    	
      Función [image: ]. Su dominio es[image: ] y su imagen es [image: ].

    

  


  [image: ]


  
    	
      Función [image: ]. Su dominio es [image: ] y su imagen es [image: ].

    

  


  [image: ]


  II.9 IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS


  Se han mencionado algunas de las identidades trigonométricas, sin embargo es conveniente hacer un sumario para tener una mejor referencia. No es necesario aprenderse todas las identidades de memoria, por ello, se mencionan por grupos de importancia.


  Considérese la siguiente figura:


  [image: ]


  IDENTIDADES PRINCIPALES 6


  a) Relaciones inversas


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]



  Demostraciones:


  [image: ]en la definición de tangente: [image: ]


  Multiplicando por [image: ]en la definición de cotangente:[image: ]


  Aplicando el recíproco en la definición de secante:[image: ]


  Aplicando el recíproco en la definición de cosecante: [image: ]


  b) Identidad pitagórica


  [image: ]


  Demostración:


  Si en la expresión del teorema de Pitágoras se divide cada término entre [image: ]se tiene:


  [image: ]


  [image: ]


  c) Identidades expresando funciones trigonométricas en términos de sus complementos


  [image: ][image: ][image: ]

  [image: ][image: ][image: ]


  Demostraciones:


  Si en el triángulo de la figura, el ángulo en el cual se aplican las funciones trigonométricas es [image: ], entonces se tiene que el cateto opuesto y el cateto adyacente se intercambian, por lo tanto, se tiene que:


  [image: ][image: ], [image: ]

  [image: ][image: ], [image: ]


  d) Periodicidad de funciones trigonométricas . El seno el coseno, la secante y la cosecante tienen periodos de [image: ], mientras que la tangente y la cotangente tienen un periodo de [image: ].


  [image: ][image: ][image: ]

  [image: ][image: ][image: ]


  En las gráficas de las funciones[image: ]y [image: ]se aprecia como los valores se repiten cada [image: ]radianes, así que al aplicar sus respectivas identidades recíprocas, las funciones [image: ]y [image: ]también presentan esa misma periodicidad. Por su parte, en la gráfica de la función [image: ]se muestra como los valores se repiten cada [image: ]radianes, así que al aplicar su identidad recíproca, la función [image: ]también posee esa misma periodicidad.


  e) Identidades para ángulos negativos . El seno, la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones impares, es decir que cumplen con [image: ]. Por su parte, el coseno y la secante son funciones pares, es decir cumplen con [image: ].


  [image: ][image: ][image: ]

  [image: ][image: ][image: ]


  Demostraciones:


  Si en la figura anterior, se hace crecer [image: ]desde [image: ]hasta [image: ], el punto [image: ]recorre la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj y el punto[image: ], correspondiente a [image: ], recorre la circunferencia pero en el sentido inverso. Así que aplicando las definiciones de las funciones trigonométricas se tiene:


  [image: ] [image: ][image: ]

  [image: ][image: ][image: ]


  f) Identidades trigonométricas de dos ángulos


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  Demostraciones:


  Sean [image: ]y [image: ]dos números reales cualesquiera expresados en radianes y su diferencia se establece como [image: ]. Si los puntos de los lados terminales de los ángulos indicados en una circunferencia unitaria [image: ]son respectivamente [image: ], [image: ]entonces, por definición se tiene:


  [image: ]

  [image: ]


  Se aprecia que la distancia entre [image: ]y [image: ]debe ser igual a la distancia entre [image: ]y [image: ]porque los ángulos miden lo mismo.


  Aplicando el teorema de Pitágoars: [image: ] elevando al cuadrado y simplificando las expresiones de los radicales:


  [image: ]


  Por ser una circunferencia unitaria, se cumple que: [image: ], entonces:


  [image: ], así que sustituyendo se tiene:[image: ]


  si se renombra a las variables como:[image: ]y [image: ], se llega a:


  [image: ]


  Ahora, si se hace que [image: ]y se recuerda que [image: ]y[image: ], entonces:[image: ]


  Por otra parte, aplicando la identidad de complemento para el coseno:


  [image: ]


  reduciendo:


  [image: ]


  Ahora, si se hace que [image: ]y se recuerda que [image: ]y[image: ], entonces:


  [image: ]


  Por otra parte, aplicando la identidad de la tangente:


  [image: ]


  Si se divide el numerador y el denominador entre [image: ]:


  [image: ]


  Ahora, si se hace que [image: ]y se recuerda que [image: ], entonces:


  [image: ]


  g) Identidades de doble ángulo


  [image: ][image: ] [image: ]


  Demostraciones:


  Si se hace [image: ]en la identidad [image: ], se tiene:


  [image: ]


  Si se hace [image: ]en la identidad [image: ], se tiene:


  [image: ]


  pero además se sabe que: [image: ]


  por lo tanto: [image: ]


  pero también se sabe que: [image: ]


  por lo tanto: [image: ]


  Si se hace [image: ]en la identidad [image: ], se tiene:


  [image: ]


  IDENTIDADES SECUNDARIAS


  h) Identidades trigonométricas que involucran cuadrados


  [image: ][image: ]


  Demostraciones:


  Si en la identidad [image: ], se divide cada término entre [image: ]:


  [image: ]


  Si en la identidad [image: ], se divide cada término entre [image: ]:


  [image: ]


  i) Identidades que expresan funciones trigonométricas en términos de sus complementos


  [image: ][image: ][image: ]


  Demostraciones:


  Si en la identidad[image: ], se sustituye [image: ]y [image: ]:


  [image: ]


  Si en la identidad[image: ], se sustituye [image: ]y [image: ]:


  [image: ]


  Si en la identidad [image: ], se sustituye [image: ]y[image: ]:


  [image: ]


  j) Identidades trigonométricas de medio ángulo


  [image: ][image: ][image: ]


  Demostraciones:


  Si en la identidad [image: ], se despeja [image: ]se tiene que: [image: ]


  ahora, si se sustituye [image: ]por [image: ]y si se considera que está en un cuadrante cuyo signo es positivo:


  [image: ]


  Si en la identidad [image: ], se despeja [image: ]se tiene que: [image: ]


  ahora, si se sustituye [image: ]por [image: ]y si se considera que está en un cuadrante cuyo signo es positivo:


  [image: ]


  Si en la identidad [image: ]se sustituye [image: ]por[image: ]y si se considera que está en un cuadrante cuyo signo es positivo:


  [image: ]


  II.10 TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS


  Un triángulo oblicuángulo es un triángulo que no es rectángulo. Puede ser un triángulo agudo (si sus tres ángulos son menores de [image: ]) o puede ser un triángulo obtuso (si uno de sus tres ángulos es mayor de [image: ].


  Por convención, se establece que los ángulos de un triángulo oblicuo son [image: ], [image: ], [image: ]y sus lados opuestos se identifican como [image: ], [image: ]y[image: ]respectivamente. Esto se muestra en las siguientes figuras:


  [image: ]


  La trigonometría de los triángulos oblicuos no es tan fácil como la de los triángulos rectángulos, pero hay dos teoremas de la geometría que son muy utilizados en trigonometría. Estos son llamados la “ley de los senos” y la “ley de los cosenos”.


  II.11 LEY DE LOS SENOS


  Dadas las figuras anteriores, la ley de los senos establece que:


  [image: ]


  Esta ley tiene tres igualdades y se puede usar en dos formas:


  Primero, si se conocen dos ángulos y el lado opuesto de ellos, se puede determinar el otro lado.


  Ejemplo.


  Si [image: ], entonces, aplicando esta ley: [image: ]que resolviendo para [image: ]se tiene que [image: ].


  Segundo, si se conocen dos lados y el ángulo opuesto de uno de ellos, entonces también se puede determinar el ángulo opuesto del otro lado.


  Ejemplo.


  Si [image: ], entonces, aplicando esta ley: [image: ], resolviendo para [image: ]se tiene que: [image: ]. Por lo tanto, [image: ].


  Nótese como puede no ser la respuesta correcta, ya que hay dos ángulos entre [image: ]y[image: ]que tienen el mismo valor del seno (el segundo es el complemento del primero). Así que en este caso, también puede ser el ángulo obtuso [image: ]. Esta situación es indeterminada, ya que conociendo dos lados y el ángulo opuesto de uno de ellos no siempre es suficiente para determinar el triángulo.


  Ejemplo.


  En una llanura, un niño observa a [image: ]un globo aerostático. A [image: ]kilómetros de distancia, su primo mira el mismo globo pero a [image: ]


  a) ¿a qué distancia está cada niño del globo?


  b) ¿a qué altura se encuentra el globo del nivel de los niños?


  Solución.


  a) Haciendo un dibujo, es fácil deducir que se forma un triángulo. El ángulo faltante es [image: ]. Por lo tanto: [image: ], entonces, aplicando esta ley: [image: ]. La distancia del globo y el niño A es: [image: ]


  Por su parte, la distancia del globo y el niño B es: [image: ]


  [image: ]


  b) En el triángulo de la izquierda se cumple que: [image: ], por lo que la altura pedida es: [image: ]


  II.12 LEY DE LOS COSENOS


  Considerando las figuras anteriores, esta ley establece que:


  [image: ]


  Como puede apreciarse es semejante al teorema de Pitágoras excepto por el último término. En el caso de que [image: ]sea un ángulo recto, el término desaparece (porque [image: ]). Así que la ley de los cosenos es una generalización del teorema de Pitágoras.


  Como cada triángulo da tres ecuaciones para la ley de los cosenos, se pueden permutar las letras como se quiera, esto significa que las otras dos versiones son:


  [image: ] y[image: ]


  Al igual que la ley de los senos, esta ley relaciona los tres lados del triángulo con los tres ángulos, así que se puede usar en dos formas:


  Primero, si se conoce un ángulo y los dos lados adyacentes, se puede determinar el lado opuesto.


  Ejemplo.


  Si [image: ]


  aplicando la ley de los cosenos se tiene:


  [image: ] [image: ]


  Segundo, si se conocen los tres lados de un triángulo, entonces se puede encontrar cualquier ángulo.


  Ejemplo.


  Si[image: ], entonces, aplicando la ley de los cosenos se tiene: [image: ]


  [image: ]


  Es importante hacer notar que cuando un triángulo es obtuso, el coseno de [image: ]es negativo.


  Ejemplo.


  Supóngase que los tres lados son: [image: ]. entonces, aplicando la ley de los cosenos se tiene: [image: ]


  [image: ]. Pero como se sabe que el coseno de un ángulo obtuso es negativo, se debe calcular apropiadamente, esto es [image: ]. Si se tomara el valor positivo del argumento, lo que se encuentra es el suplemento de [image: ], esto es: [image: ].


  II.13 APLICACIONES


  Las primeras aplicaciones de la trigonometría se hicieron en los campos de la navegación, la geodesia y la astronomía, en las que el principal problema era determinar una distancia inaccesible. Otras aplicaciones de la trigonometría se pueden encontrar en la Física, Química y en casi todas las ramas de la Ingeniería, sobre todo en el estudio de fenómenos periódicos, como el sonido o el flujo de corriente alterna.


  La trigonometría es de gran importancia para la teoría de la proyección estereográfica y en la geodesia. Es también el fundamento de los cálculos astronómicos. Por ejemplo, la solución del llamado triángulo astronómico se utiliza para encontrar la latitud y longitud de un punto, la hora del día, la posición de una estrella y otras magnitudes. Además, ha tenido gran utilidad para calcular la distancia que separa la Tierra del Sol, distancias de los planetas al Sol, distancias a las estrellas, diámetros de los planetas, confección de calendarios, etc.


  La medida de ángulos en grados es ampliamente usada en Ingeniería y en Física, principalmente en Astronomía, navegación y Topografía. El método más corriente de localizar una estrella, o un punto en la superficie de la Tierra, es utilizar su distancia angular en grados, minutos y segundos a ciertos puntos o líneas de referencia fijadas. Los posiciones en la superficie de la Tierra se miden en grados de latitud norte o sur del ecuador y grados de longitud este u oeste del meridiano principal, que normalmente es el meridiano que pasa por Greenwich en Inglaterra.


  Debido a que la trigonometría trabaja con ángulos se necesitan instrumentos para medir estos, como el goniómetro, el teodolito, la regla paraláctica, etc. Hoy en día resulta difícil imaginar cualquier actividad de construcción en la que no intervenga la trigonometría. La imagen del topógrafo tomando ángulos es muy común.


  Particularmente los conceptos vistos en esta unidad pueden aplicarse en:


  
    	
      En mecánica, los movimiento armónicos

    


    	
      Las poleas y movimientos rotativos.

    


    	
      La construcción de un canal pluvial.

    


    	
      En acústica, las ondas de radio son un ejemplo de las funciones trigonométricas: el sonido generado es la suma de las ondas producidas por ambas.

    


    	
      La determinación de superficies (por ejemplo en la agrimensura) y mediciones de tipo cíclicas.

    


    	
      La torre Eiffel, además de una bella y conocida obra de arte, es, toda ella, un compendio de propiedades matemáticas, entre otras, la de la indeformabilidad de los triángulos que constituyen su estructura.

    

  


  II.14 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Explicar qué es y para que sirve el Teorema de Pitágoras?


  
    	
      Dados los siguientes triángulos, obtener los datos que faltan:

    

  


  [image: ]


  
    	
      Transformar los siguientes ángulos expresados en grados a radianes:

    

  


  8)[image: ]


  9)[image: ]


  10)[image: ]


  11)[image: ]


  12)[image: ]


  
    	
      Convertir los siguientes ángulos expresados en radianes a grados:

    

  


  13)[image: ]


  14)[image: ]


  15)[image: ]


  16)[image: ]


  17) [image: ]


  18) Explicar en que afectan a la gráfica de una función trigonométrica los siguientes parámetros: amplitud, frecuencia, fase y suma de una constante.


  19) Resumir en una tabla el dominio y la imagen de las seis funciones trigonométricas.


  
    	
      Graficar las siguientes funciones estableciendo su dominio y rango:

    

  


  20)[image: ](el ángulo en radianes)


  21[image: ](el ángulo en radianes)


  22)[image: ](el ángulo en grados)


  23) [image: ](el ángulo en radianes)


  24)[image: ](el ángulo en radianes)


  25)[image: ](el ángulo en radianes)


  26) Aplicando el círculo trigonométrico, ¿cuáles son los valores más notables de la función seno?


  27) Aplicando el círculo trigonométrico, ¿cuáles son los valores más notables de la función coseno?


  28) ¿Cuáles son las funciones trigonométricas inversas y cuál es su utilidad?


  29) ¿Para qué sirven las identidades trigonométricas?


  30) ¿Qué son y cómo se clasifican los triángulos oblicuángulos?


  31) Sea un triángulo oblicuángulo. Si [image: ], aplicando la ley de los senos obtener [image: ]y [image: ].


  32) Sea un triángulo oblicuángulo. Si [image: ] aplicando la ley de los cosenos obtener[image: ]y [image: ].


  33) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  _______________________


  1 Recuérdese que la suma de los ángulos internos de un triángulo es de 180°. [regresar]



  2 Se entiende como razón al cociente que compara dos cantidades. [regresar]


  3 Es importante señalar que existen otras dos notaciones para las funciones trigonométricas inversas. Por ejemplo, para la función trigonométrica inversa del seno es equivalente escribir:y=sen-1 x =ang sen x = arc sen x , que respectivamente significan ángulo cuyo seno y arco cuyo seno. Lo mismo sucede para las otras cinco funciones de este tipo[regresar]


  4 Es importante señalar que los datos que aparecen con el símbolo es consecuencia de la división por cero que algebraicamente no existe, pero que geométricamente implican que las gráficas tienen discontinuidad en dichos puntos ya que tienden a infinito.[regresar]


  5 En el caso que la amplitud sea uno, k sea cero, que no exista defasamiento y sólo se sume una constante c, la forma de la gráfica no cambia, sólo se desplaza c unidades (dependiendo de su signo) sobre el eje y.[regresar]


  6 Utilizando con reiteración una o más fórmulas del grupo c), conocidas como fórmulas de reducción, es posible calcular el seno de x y el coseno de x , para cualquier valor de x , en función del seno y del coseno de ángulos entre 0° y 90°. Utilizando las fórmulas de los grupos a) se pueden calcular los valores de la tangente, cotangente, secante y cosecante de x en función del seno y del coseno. Por tanto, es suficiente tabular los valores del seno y el coseno de x para valores de x entre 0° y 90°. En la práctica, para evitar cálculos tediosos, se suelen también tabular las otras cuatro funciones para los mismos valores de x . Sin embargo, desde la popularización de las calculadoras y las computadoras, las tablas de funciones trigonométricas han caído en desuso.[regresar]


  FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARÍTMICA


  UNIDAD III


  III. 1 FUNCIONES EXPONENCIALES


  Una función exponencial con base[image: ]se define como:


  [image: ]


  donde [image: ]R con [image: ], [image: ]y[image: ]es un número real.


  Esto significa que la base de la función exponencial siempre es positiva, por lo que el valor de[image: ]siempre es positivo. Además, la base no puede ser la unidad, porque se convertiría en la función constante [image: ].


  Es importante que esta función no se confunda con la función[image: ], cuya base es [image: ]que asocia a cada número real [image: ]un número positivo [image: ] El comportamiento de estas funciones es muy distinto. Para ejemplificar esto, se toma el valor de [image: ]y tabulando ambas funciones, se tiene:


  [image: ]


  Como puede apreciarse, la diferencia de valores es considerable, ya que en la primera función sólo se calcula el cubo del número y en la segunda se comporta de forma exponencial.


  III. 2 DOMINIO, RANGO Y GRÁFICA DE FUNCIONES EXPONENCIALES


  Al graficar la función [image: ]tomando en consideración la tabulación anterior, se obtiene:


  [image: ]


  Ahora, si se grafica la función [image: ], se tiene:


  [image: ]


  [image: ]


  Graficando la función [image: ], se obtiene:


  [image: ]


  [image: ]


  Finalmente, si se grafica la función [image: ], se tiene:


  [image: ]


  [image: ]


  De acuerdo a lo anterior, se puede concluir que :


  
    	
      El dominio de la función exponencial es el intervalo abierto: [image: ]

    


    	
      El rango de la función exponencial es el conjunto de todos los números reales positivos: [image: ]

    


    	
      No cruza al eje [image: ], siempre corta al eje [image: ]en el punto [image: ]y pasa por el punto [image: ]

    


    	
      Siempre es creciente si [image: ]y siempre es decreciente si [image: ]

    


    	
      La función crece más rápido si la base es cada vez mayor y decrece más rápido si la base es cada vez menor

    


    	
      Es continua

    


    	
      Si el valor de la base es uno, [image: ]se convierte en la función constante [image: ], representada por una recta paralela al eje [image: ], a una unidad de distancia.

    

  


  Es importante mencionar que se pueden modificar los parámetros de la función exponencial de manera similar a los que las funciones trigonométricas. Esto es, se pueden presentar variaciones de la forma:[image: ], [image: ], [image: ], [image: ], etc.


  III. 3 ECUACIONES EXPONENCIALES


  A las ecuaciones que contienen términos de la forma [image: ],[image: ],[image: ]se les llama ecuaciones exponenciales. Tales ecuaciones pueden resolverse aplicando de forma apropiada las leyes de exponentes1 de forma tal que pueda llegarse a una expresión con la misma base y reducir, teniendo en cuenta que: [image: ]


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:


  1)[image: ]


  Solución.


  Por ser [image: ]y[image: ]ymúltiplos de y[image: ], la igualdad anterior se puede escribir como: [image: ], pero se sabe que las cantidades iguales con bases iguales tienen exponentes iguales, así que: [image: ]. Resolviendo la ecuación se tiene: [image: ]


  2)[image: ]


  Solución.


  Por ser [image: ]y[image: ]ymúltiplos de y [image: ], la igualdad anterior se puede escribir como: [image: ]de donde: [image: ], pero se sabe que las cantidades iguales con bases iguales tienen exponentes iguales, por tanto: [image: ], resolviendo, se tiene: [image: ]


  3)[image: ]


  Solución.


  Como[image: ], la ecuación se puede escribir como: [image: ]. Pero se sabe que las cantidades iguales con bases iguales tienen exponentes iguales, se tiene: [image: ], resolviendo la ecuación de segundo grado por factorización:


  [image: ].


  III.4 INTERÉS COMPUESTO


  Si se deposita una cantidad de dinero [image: ]en una cuenta que paga una tasa de interés anual [image: ]se puede obtener el capital [image: ]que se tendrá en esa cuenta al final de [image: ]años. El capital será el monto original más el rendimiento que generó en ese tiempo, es decir [image: ], o bien:


  [image: ]


  Si se deposita esa misma cantidad, pero los intereses se pagan cada seis meses (llamado periodo de capitalización), entonces el capital al final del primer semestre será: [image: ], la cuenta comenzará el segundo periodo con ese valor, pero terminará con un saldo de: [image: ]


  Si se prosigue sucesivamente con el proceso, al final de diez años, se tendría un capital de:[image: ]


  El interés ganado se vuelve a depositar (se capitaliza) en la cuenta que también gana interés. Cuando sucede esto, se dice que la cuenta paga interés compuesto.


  En términos generales, si se quiere invertir un monto [image: ]en una cuenta que paga un interés [image: ]veces al año, a una tasa anual [image: ][image: ]que se tendrá a un periodo de tiempo[image: ]viene dado por la expresión:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Un profesionista invierte [image: ]pesos en un banco que paga el [image: ]de interés anual. Si se reinvierten los dividendos cuatrimestralmente, cuánto capital tendrá en [image: ]años?


  Solución.


  Se sustituyen los datos en la expresión anterior, considerando que un año tiene tres cuatrimestres:


  [image: ]pesos.


  Ejemplo.


  Una persona debe[image: ]pesos en su tarjeta de crédito que cobra una tasa de interés anual de[image: ]. Si no realiza ningún pago y el banco capitaliza los intereses trimestralmente, cuánto deberá en [image: ]años?


  Solución.


  Un año tiene cuatro trimestres, por lo que sustituyendo en la fórmula se tiene:


  [image: ]pesos.


  III. 5 FUNCIONES LOGARÍTMICAS


  Sea la siguiente expresión: [image: ]


  Se define al logaritmo en base [image: ]de un número [image: ]como el exponente [image: ]al que hay que elevar la base para obtener dicho número, esto es:


  [image: ]


  que se lee: el logaritmo en base [image: ]del número [image: ]es [image: ].


  Ejemplos:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Como se puede ver, un logaritmo no es otra cosa que un exponente, hecho que no se debe olvidar cuando se trabaje con logaritmos.


  Los logaritmos fueron introducidos en las Matemáticas con el propósito de facilitar, simplificar o incluso, hacer posible complicados cálculos numéricos. Utilizando logaritmos se puede convertir productos en sumas, cocientes en restas, potencias en productos y raíces en cocientes.


  La constante [image: ]es un número real positivo distinto de uno, y se denomina base del sistema de logaritmos. La potencia [image: ]para cualquier valor real de [image: ]solo tiene sentido si [image: ].


  Logaritmos decimales


  Se llaman logaritmos decimales a los logaritmos que tienen por base el número [image: ]. Al ser muy habituales es frecuente no escribir la base: [image: ]


  Como:


  [image: ]


  Es decir, el logaritmo decimal de potencias de diez (con números naturales) es el número de ceros que posee:


  Logaritmos naturales


  Se llaman logaritmos naturales (hiperbólicos o neperianos) a los logaritmos que tienen por base el número [image: ]:


  [image: ]


  el número [image: ]es un número irracional muy importante en Matemáticas y su valor es [image: ]y se calcula mediante la expresión:


  [image: ]


  para cuando [image: ]es muy grande.


  Cambio de base


  [image: ]


  Ejemplo:


  [image: ]


  Solución: se identifican las variables: [image: ](por usual conveniencia)


  [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  Antilogaritmo


  Es el número que corresponde a un logaritmo dado. Consiste en el problema inverso al cálculo del logaritmo de un número.


  [image: ]


  es decir, consiste en elevar la base al número resultado:


  [image: ]


  Propiedades de los logaritmos


  1.-[image: ]


  2.-[image: ]


  3.-[image: ]


  4.-[image: ]


  5.-[image: ]


  6.- [image: ]


  7.-[image: ]


  Función logarítmica


  Se llama función logarítmica a la función real de variable real:


  [image: ]


  La función logarítmica es biyectiva definida de R+ en R y sus características son:


  
    	
      La función logarítmica solo está definida sobre los números positivos

    


    	
      Los números negativos y el cero no tienen logaritmo

    


    	
      La función logarítmica de base [image: ]es la recíproca de la función exponencial de base [image: ]

    


    	
      Las funciones logarítmicas más usuales son la de base [image: ]y la de base>[image: ]

    


    	
      Es la función inversa de la función exponencial.

    

  


  Ejemplos de funciones logarítmicas:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  III. 6 DOMINIO, RANGO Y GRÁFICA DE FUNCIONES LOGARÍTMICAS


  Sea la función [image: ], si se tabula y se grafica, respectivamente se obtiene lo siguiente:


  [image: ]


  [image: ]


  Si la función es [image: ], la tabulación y la gráfica son las siguientes:


  [image: ]


  [image: ]


  Ahora, considérese la función [image: ], tabulando y graficando se tiene respectivamente:


  [image: ]


  [image: ]


  De acuerdo a las gráficas anteriores, se puede concluir que:


  
    	
      El dominio de la función logarítmica es el conjunto de todos los números reales positivos: [image: ]

    


    	
      El rango de la función logarítmica es el intervalo abierto: [image: ]

    


    	
      No cruza al eje [image: ] [image: ][image: ]y pasa por el punto [image: ]

    


    	
      Siempre es creciente si [image: ]y siempre es decreciente si[image: ]

    


    	
      La función crece más rápido si la base es cada vez mayor y decrece más rápido si la base es cada vez menor

    


    	
      Es continua.

    

  


  Es importante mencionar que se pueden modificar los parámetros de la función logarítmica de manera similar a los que las funciones trigonométricas. Esto es se pueden presentar variaciones de la forma: [image: ], [image: ],[image: ], [image: ], etc.


  III. 7 ECUACIONES LOGARÍTMICAS


  Las ecuaciones que contienen términos de la forma [image: ]donde [image: ]es un número real positivo, con [image: ], se conocen como ecuaciones logarítmicas. Se pueden resolver aplicando las leyes de los logaritmos de forma tal que pueda llegarse a una expresión con logaritmos de la misma base, sabiendo que: [image: ]


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes ecuaciones logarítmicas:


  1)[image: ]


  Solución.


  Aplicando la cuarta propiedad de los logaritmos se tiene: [image: ], elevando a la diez se tiene: [image: ], y factorizando el trinomio se obtiene: [image: ]y [image: ], por lo tanto: [image: ]y [image: ], sin embargo, [image: ]debe descartarse como solución debido a que no existe el logaritmo de un número negativo.


  2)[image: ]


  Solución.


  Aplicando la quinta propiedad de los logaritmos se tiene:[image: ], que es equivalente a: [image: ], elevando a la diez se tiene:


  [image: ], si se factoriza el trinomio se obtiene: [image: ]y [image: ], por lo tanto: [image: ]y [image: ].


  3)[image: ]


  Solución.


  [image: ], ahora, si se aplica la sexta propiedad de los logaritmos se tiene: [image: ], elevando a la [image: ]se tiene: [image: ], factorizando el trinomio se obtiene:[image: ]y [image: ], por lo tanto: [image: ]y [image: ].


  III.8 APLICACIONES


  Algunas aplicaciones de la función exponencial son:


  1. El proceso de declinación de la eficiencia de un aparato o instrumento puede ser representado por funciones exponenciales decrecientes. Esto se debe a que por naturaleza la ineficiencia inicial es baja, y a medida que transcurre la vida del equipo va perdiendo sus propiedades por efecto del uso y el desgaste es acumulativo.


  2. La presión atmosférica de un globo o aeroplano decrece a medida que aumenta la altura. Esta presión se relaciona a la altura en kilómetros sobre el nivel del mar mediante una expresión de tipo exponencial.


  3. En la cicatrización normal de heridas puede obtenerse por medio de una función exponencial. si [image: ]representa el área original de la herida y [image: ]es igual el área de la herida después de [image: ]días, entonces la cicatrización normal de heridas puede obtenerse así: [image: ].


  4. En óptica. Si una sola hoja de vidrio cancela [image: ]de la luz que pasa por ella, el porcentaje [image: ]de luz que pasa por n hojas sucesivas esta dado aproximadamente por la ecuación: [image: ].


  5. La respuesta a la publicidad en la televisión. El porcentaje de personas que respondieron a un comercial televisivo para un nuevo producto después de t días se encuentra con la expresión: [image: ].


  Por su parte, algunas aplicaciones de la función logarítmica son:


  1. El 19 de septiembre de 1985, un terremoto de intensidad [image: ]en la escala de Richter sacudió la Ciudad de México. Aunque se sabe que esta cifra corresponde a un terremoto de gran intensidad, no siempre se sabe interpretar ya que para ello es necesario conocer el concepto de logaritmo. La escala de Richter es una de ellas, y mide la energía liberada en el movimiento con la rotura de las rocas. Para elaborarla se mide la amplitud máxima de las ondas que registra el sismógrafo y se define la magnitud [image: ]del sismo como el logaritmo de dicha amplitud al que se añade una constante que depende de la distancia del observatorio al epicentro y del periodo de las ondas registradas. La relación entre la energía liberada, [image: ], y la magnitud del terremoto viene dada por [image: ], de donde se deduce que para una variación de un solo punto en la escala de magnitudes, la energía liberada se multiplica por [image: ], es decir, aproximadamente por treinta.


  2. En Química, en una disolución, el producto de las concentraciones de iones H+ y OH- es siempre constante e igual a [image: ]. El [image: ]se define como [image: ]. Si se considera que una sustancia es neutra cuando [image: ], lo que equivale a un [image: ]. Una disolución es ácida si su [image: ]es inferior a [image: ], y básica si es superior a [image: ]. De ahí que un shampoo suave sea el de [image: ]o neutro, y que la nueva tendencia sea utilizar productos con [image: ], el que mejor se adapta al [image: ]de la piel.


  3. En la arqueología, también se han aprovechado las ventajas de los logaritmos. El carbono [image: ], [image: ], es radiactivo y mientras que en la materia viva mantiene una proporción constante, en la materia muerta su proporción disminuye. La relación entre la edad [image: ]de un objeto y la velocidad de desintegración [image: ]del [image: ]presente en él viene dada por [image: ]. Por lo tanto, midiendo la cantidad de [image: ] que permanece en la materia se puede calcular la edad al despejar [image: ]de la ecuación2.


  4. La intensidad sonora en decibelios, utilizando logaritmos decimales


  5. El cálculo de la luminosidad de las estrellas emplea logaritmos en base [image: ].


  6. La concentración de alcohol en la sangre de una persona se puede medir y según las investigaciones médicas sugieren que el riesgo de tener un accidente al manejar un vehículo pude obtenerse por una ecuación con logaritmos.


  III.9 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Resumir en un cuadro, las características de la función exponencial.


  Graficar las siguientes funciones exponenciales:


  2) [image: ]


  3) [image: ]


  4) [image: ]


  5) [image: ]


  Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:


  6) [image: ]


  7) [image: ]


  8) [image: ]


  9) ¿Cuántos intereses generará una inversión de [image: ]pesos en [image: ]años, capitalizados trimestralmente si la tasa de interés es de [image: ]anual?


  10) ¿En cuantos años se duplica un monto si se tiene una tasa de interés del [image: ]capitalizado semestralmente?


  11) Supóngase que se tienen dos cuentas y en cada una se invierten [image: ]pesos al [image: ]de interés anualizado. ¿Cuál será la diferencia de los capitales si en la primera se capitaliza cuatrimestralmente y en la segunda mensualmente?


  Calcular los logaritmos indicados:


  12) [image: ]


  13) [image: ]


  14) [image: ]


  15) [image: ]


  16) Resumir en un cuadro, las características de la función logarítmica.


  Graficar las siguientes funciones logarítmicas:


  17) [image: ]


  18) [image: ]


  19) [image: ]


  20) [image: ]


  Resolver las siguientes ecuaciones logarítmicas:


  21) [image: ]


  22) [image: ]


  23) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  ___________________


  1 Las leyes de exponentes más aplicadas en este tipo de ecuaciones son:[image: ][regresar]


  2 De este modo se encontró que los restos de sarcófagos egipcios tenían una antigüedad de aproximadamente 4,600 años. Este método es fiable sólo para edades inferiores a 35,000 años.[regresar]


  SISTEMAS DE COORDENADAS Y CONCEPTOS BÁSICOS


  UNIDAD IV


  IV. 1 SISTEMA COORDENADO UNIDIMENSIONAL


  Existe una correspondencia biyectiva o biunívoca entre el conjunto de los números reales y el de los puntos de una recta. A esta recta que tiene un origen, un sentido y en donde se pueden ubicar todos los números reales se le conoce como sistema coordenado unidimensional. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  La notación habitual para localizar un punto es: [image: ]. Por ejemplo, para ubicar los puntos [image: ], simplemente se localiza su respectivo valor en la numeración y se le marca.


  Se define como abscisa de un punto a la distancia del origen al punto en magnitud y signo.


  La distancia dirigida [image: ] que existe de un punto [image: ]a un [image: ]viene dada por el valor final menos el inicial: [image: ]


  La distancia [image: ] entre dos puntos [image: ]y[image: ]está dada por el valor final menos el inicial pero en valor absoluto, esto es:[image: ].


  Es decir, la diferencia que existe entre distancia dirigida y distancia entre dos puntos es que en la primera se toma en cuenta el signo y su magnitud, y en la segunda sólo se toma su magnitud. Se mide en unidades [image: ]


  Ejemplo.


  Encontrar la distancia dirigida y la distancia entre los siguientes pares de puntos:


  [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ] y [image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ] y [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  IV. 2 SISTEMA COORDENADO BIDIMENSIONAL


  Es un sistema formado por dos ejes numéricos perpendiculares donde su origen es el punto en que se cruzan.


  Se genera estableciendo una correspondencia biunívoca entre los puntos de un plano y los elementos de todas las parejas ordenadas de números reales. Esto quiere decir que se genera un plano a partir de una infinidad de puntos.


  [image: ]


  Se forman cuatro regiones llamadas cuadrantes.


  El eje horizontal [image: ]recibe el nombre de eje de las abscisas.


  El eje vertical [image: ]recibe el nombre de eje de las ordenadas.


  Para ubicar un punto en el plano se utiliza la siguiente notación: [image: ]


  Ejemplo.


  Ubicar los siguientes parejas ordenadas en el plano:


  [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Dados los siguientes conjuntos, obtener el producto cartesiano correspondiente:


  1) [image: ]


  Solución.


  El conjunto solución a este producto cartesiano son nueve puntos discretos formado por las parejas ordenadas.[image: ]


  Gráficamente esto es:


  [image: ]


  2) [image: ], [image: ]


  Solución.


  El conjunto solución a este producto cartesiano es una superficie plana de forma rectangular limitada tanto en [image: ]como en [image: ]. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  3) [image: ],[image: ]


  Solución.


  El conjunto solución a este producto cartesiano es una superficie plana ilimitada tanto en [image: ]como en [image: ].


  Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Como puede deducirse, el sistema coordenado bidimensional está constituido por el producto cartesiano de los números reales (en [image: ] por los números reales (en [image: ], es decir, R2= R x R.


  IV. 3 SISTEMA COORDENADO TRIDIMENSIONAL


  Es un sistema formado por tres ejes numéricos perpendiculares donde su origen es el punto en que se cruzan.


  Se forma estableciendo una correspondencia biunívoca entre los puntos de un espacio y los elementos de todas las ternas ordenadas de números reales. Esto quiere decir que se genera un volumen a partir de una infinidad de puntos.


  [image: ]


  Se forman ocho regiones llamadas octantes.


  El eje [image: ]recibe el nombre de eje de las abscisas.


  El eje [image: ]recibe el nombre de eje de las ordenadas.


  El eje [image: ] recibe el nombre de eje de las cotas.


  Para ubicar un punto en el espacio se utiliza la siguiente notación:[image: ], es decir de forma similar que en un plano.


  IV. 4 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS


  Sean [image: ]y [image: ]dos puntos cualesquiera en el plano:


  [image: ]


  Al formarse un triángulo, se observa que los catetos son las diferencias de ordenadas y de abscisas. Ahora, recordando el teorema de Pitágoras expuesto en la unidad II: [image: ]y aplicándolo se tiene:


  [image: ]


  despejando[image: ]se obtiene la fórmula para encontrar la distancia entre dos puntos:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Obtener la distancia entre los siguientes pares de puntos:


  1) [image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  3) [image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  4) [image: ]y [image: ]


  Solución.


  Utilizando tres cifras decimales:


  [image: ][image: ]


  Ejemplo.


  Si los puntos [image: ], [image: ]y [image: ]son los vértices de un triángulo, obtener su perímetro.


  [image: ]


  la distancia entre [image: ]y [image: ]es: [image: ]


  la distancia entre [image: ]y [image: ]es: [image: ]


  la distancia entre [image: ]y [image: ]es: [image: ]


  Por tanto, el perímetro viene dado por la suma de sus tres lados:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Sea el punto [image: ]y el punto [image: ], obtener la abscisa de [image: ]de tal manera que la distancia que los separe sea [image: ]unidades.


  Solución.


  Sustituyendo los datos en la fórmula se tiene:


  [image: ]


  despejando [image: ]se tendrán dos soluciones de [image: ]


  [image: ]


  [image: ]y>[image: ], por lo que los puntos buscados son aproximadamente:


  [image: ]y el punto [image: ]


  En el espacio, la fórmula de distancia entre dos puntos se deduce de forma similar que en dos dimensiones, considerando que la distancia es un segmento de recta que pertenece a un plano. Esto es, si se tienen los puntos [image: ]y [image: ], la distancia que los separa es:


  [image: ]


  Gráficamente, es:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Obtener la distancia entre los puntos: [image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  IV. 5 DIVISIÓN DE UN SEGMENTO EN UNA RAZÓN DADA


  Dividir un segmento dirigido en una razón dada significa segmentarlo en partes de forma tal que se encuentren las coordenadas de un punto [image: ]que satisface la comparación entre dos magnitudes. En general, si la razón es de la forma [image: ], implica que el segmento se divide en [image: ]partes. Por ejemplo, si[image: ], el segmento se divide en [image: ]partes iguales.


  Sean los puntos [image: ]y [image: ], así como el segmento de recta que los une:


  [image: ]


  Sea un punto [image: ]que pertenezca al segmento. Si se forman los triángulos mostrados, se observa que son semejantes. Esto es:


  [image: ] y[image: ]


  donde [image: ]es la razón de proporcionalidad de semejanza.


  Si se despeja [image: ]de la primera ecuación se tiene:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ], que implica:

  [image: ]


  análogamente se puede encontrar que:


  [image: ]


  expresiones que sirven para obtener las coordenadas de un punto que divide a un segmento en una razón dada.


  En el caso particular en que se trate del punto medio,[image: ]vale [image: ], y las ecuaciones se convierten en:


  [image: ] y [image: ]


  Ejemplos.


  Obtener las coordenadas de un punto [image: ]que divida al segmento de recta que se forma al unir los siguientes pares de puntos en la razón dada:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ];[image: ]


  Por lo tanto, el punto buscado es: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ];[image: ]


  Por lo tanto, el punto buscado es: [image: ]


  Ejemplo.


  Encontrar el punto medio del segmento de recta unido por los puntos [image: ]y [image: ],


  Solución.


  Aplicando las fórmulas del punto medio: [image: ]; [image: ]. El puntoes: [image: ].


  Ejemplo.


  Hallar las coordenadas de dos puntos[image: ]y [image: ], que dividan al segmento que une a los puntos [image: ] y[image: ]en tres partes iguales.


  Solución:


  El primer punto está al final del primer tercio, es decir a razón uno a dos: [image: ]:


  [image: ];[image: ]


  el primer punto buscado es: [image: ]


  El segundo punto está al final del segundo tercio, es decir a razón dos a uno: [image: ]:


  [image: ];[image: ]


  el segundo punto buscado es: [image: ]


  Ejemplo.


  Sabiendo que el punto [image: ]divide al segmento que determina la unión de los puntos [image: ]y [image: ]en la razón [image: ], hallar las coordenadas de [image: ].


  Solución.


  [image: ], despejando [image: ]:

  [image: ]


  procediendo de forma similar se obtiene:[image: ]


  sustituyendo en ambas expresiones:


  [image: ]

  [image: ]


  Por lo tanto, el punto buscado es: [image: ]


  Ejemplo.


  Hallar las coordenadas de un punto [image: ] que divida al segmento unido por los puntos [image: ]y [image: ]en las siguientes razones:


  a) [image: ] b) [image: ]c) [image: ] d) [image: ] e) [image: ]f) [image: ]

  g) [image: ] h) [image: ] i) [image: ] j) [image: ] k) [image: ]


  y establecer una conclusión del comportamiento de los puntos con respecto a las relaciones.


  Solución:


  Al ser fijos [image: ]y [image: ], las fórmulas [image: ]y [image: ]se aplican fácilmente a todas las relaciones dadas puesto que las coordenadas no cambian.


  Procediendo repetidamente se obtienen los siguientes puntos de división:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ](No existe)

  [image: ]

  [image: ]


  A partir de los resultados, se puede concluir que:


  Con [image: ], el punto [image: ]se ubica en [image: ]


  A medida que[image: ]va creciendo [image: ]se desplaza hacia [image: ]


  En su punto medio[image: ]vale [image: ]


  
    	
      Cuando [image: ]es negativa, el punto se ubica en su prolongación hacia abajo alejándose hasta que llega a [image: ]donde es infinito y cambia de sentido. Al seguir decreciendo, tiende a [image: ].

    

  


  Geométricamente, lo anterior se puede representar como:


  [image: ]


  En el espacio, las fórmulas división de un segmento en una razón dada se deduce de forma similar que en dos dimensiones ya que el segmento puede ser parte de un plano que une dichos puntos. Esto es, si se tienen los puntos [image: ], [image: ]como extremos de un segmento y una razón [image: ], el punto que lo divide se puede encontrar por medio de:


  [image: ]; [image: ];[image: ]


  Gráficamente, es:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Obtener las coordenadas de un punto [image: ]que divida al segmento de recta que se forma al unir los puntos [image: ]y [image: ] con la razón[image: ].


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  Por lo tanto, el punto buscado es: [image: ]


  IV. 6 CLASIFICACIÓN DE POLÍGONOS


  La geometría plana se relaciona con el estudio de todas las formas que se presentan en el plano: puntos, segmentos de rectas y ángulos. Dentro de esta larga lista se encuentran los polígonos y la circunferencia.


  Un polígono es la figura geométrica formada por segmentos de rectas unidos entre sí, de manera que encierran una región del plano. Sus elementos fundamentales los lados, los vértices, los ángulos interiores y los ángulos exteriores. Gráficamente es:


  [image: ]


  
    	
      Lados: son los segmentos de recta que forman la frontera o polígono.

    


    	
      Vértices: Son los puntos de intersección de dos lados de un polígono. Dichos puntos permiten nombrar al polígono.

    


    	
      Ángulos interiores: son aquellos formados por dos lados del polígono y su región angular queda en la región interior.

    


    	
      Ángulos exteriores: se forman a partir de un lado del polígono y la prolongación del otro adyacente a él.

    


    	
      Apotema: es el segmento que va desde el centro del polígono regular a la mitad de un lado.

    

  


  Los polígonos tienen el mismo número de lados, apotemas, vértices y ángulos.


  Los polígonos se pueden clasificar de acuerdo a sus lados y a su región interior. Hay polígonos que reciben nombres especiales de acuerdo a su número de lados1. Estos nombres de polígonos se agrupan en la siguiente tabla:


  [image: ]


  Según la medida de sus lados, los polígonos pueden ser regulares e irregulares.


  Son polígonos regulares los que tienen todos sus lados y ángulos congruentes, es decir, tienen la misma medida.


  [image: ]


  Los polígonos irregulares tienen, a lo menos, un lado con distinta medida o sus ángulos son diferentes.


  [image: ]


  Los polígonos y la circunferencia se relacionan de acuerdo a la posición que ocupan los primeros con respecto a la circunferencia. Es así como se tienen las siguientes situaciones.


  
    	
      Polígono inscrito a la circunferencia. En este caso los vértices del polígono son puntos de la circunferencia y ésta queda circunscrita al polígono. Los lados del polígono son cuerdas de la circunferencia.

    

  


  [image: ]


  
    	
      Polígono circunscrito a la circunferencia. Todos los lados del polígono son tangentes de la circunferencia. La circunferencia queda inscrita al polígono.

    

  


  [image: ]


  CLASIFICACIÓN DE TRIÁNGULOS


  Los triángulos son los polígonos que poseen tres lados y cuya suma de sus ángulos es de 180°. La clasificación de los triángulos según sus lados es:


  
    	
      Escaleno: No tiene lados iguales

    


    	
      Isósceles: Tiene dos lados iguales

    


    	
      Equilátero: Tiene los tres lados iguales

    

  


  [image: ]


  La clasificación de los triángulos según sus ángulos es:


  
    	
      Rectángulo: Tiene un ángulo recto

    


    	
      Obtusángulo: Tiene un ángulo obtuso

    


    	
      Acutángulo>: Tiene sus tres ángulos agudos

    

  


  [image: ]


  Semejanza2. La semejanza de triángulos puede establecerse a través de dos criterios básicos:


  1. Dos triángulos con ángulos respectivos iguales.


  2. Dos triángulos con lados homólogos proporcionales.


  [image: ]


  Congruencia3. La congruencia de triángulos está determinada en cualquiera de los siguientes casos:


  1.Tienen los tres lados iguales


  Tienen dos ángulos y un lado igual


  Tienen dos lados iguales e igual el ángulo comprendido.


  [image: ]


  En un triángulo cualquiera, existen puntos notables que a continuación se describen:


  
    	
      Una altura es un segmento rectilíneo que pasa por un vértice y es perpendicular al lado opuesto o su prolongación. Las tres alturas de un triángulo se cortan en un punto común denominado ortocentro.

    

  


  [image: ]


  
    	
      Una mediana es un segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto. Las tres medianas se cortan en un punto llamado baricentro. El baricentro también es conocido como el centro de gravedad y divide a las medianas en dos segmentos, siendo el que corta al vértice de longitud doble que el otro.

    

  


  [image: ]


  
    	
      Una bisectriz interior es la recta que pasa por un vértice y divide al ángulo interior en dicho vértice en dos partes iguales. Las tres bisectrices internas se cortan en un punto denominado incentro que es el centro de la circunferencia inscrita en un triángulo.

    

  


  [image: ]


  Una bisectriz exterior divide en dos partes iguales al ángulo exterior en dicho vértice. Las tres bisectrices externas se cortan en tres puntos llamados excentros. El incentro y los tres excentros son los centros de circunferencias tangentes a los lados de un triángulo o sus prolongaciones.


  [image: ]


  
    	
      Una mediatriz es una recta perpendicular a un lado en su punto medio (los términos bisectriz y mediatriz también se usan para designar a los segmentos rectilíneos correspondientes contenidos dentro del triángulo). Las tres mediatrices se cortan en un punto llamado circuncentro que es el centro de la circunferencia que pasa por los tres vértices del triángulo.

    

  


  [image: ]


  CLASIFICACIÓN DE CUADRILÁTEROS


  Los cuadriláteros son los polígonos que poseen cuatro lados y cuya suma de sus ángulos es de 360°.


  Todos los polígonos regulares pueden estar inscritos o circunscritos a una circunferencia. Los más relevantes son:


  
    	
      Cuadrado. Es un cuadrilátero que tiene lados iguales y ángulos iguales (90°). Los cuadrados tienen dos diagonales iguales y su ángulo formado es también de 90°.

    


    	
      Rectángulo: Es un cuadrilátero que posee dos pares de lados iguales y tienen los ángulos iguales.

    


    	
      Rombo. El rombo es un polígono que tiene los cuatro lados iguales y los ángulos son iguales en pares (dos ángulos son agudos y los otros dos obtusos).

    


    	
      Trapecio. El trapecio es un polígono que tiene 4 lados, de ellos, dos son paralelos. Los cuatro ángulos son distintos de 90º. La suma de los 4 ángulos es 360 grados.

    


    	
      Trapecio isósceles. Es un trapecio que tiene dos pares de lados iguales. Esto es, los ángulos son iguales en pares.

    

  


  [image: ]


  PERÍMETROS Y ÁREAS DE POLÍGONOS


  Dadas las siguientes figuras:


  [image: ]


  El cálculo del área y el perímetro se calculan mediante las fórmulas condensadas en la siguiente tabla:


  [image: ]


  IV.8 APLICACIONES


  La utilidad de los sistemas coordenados es especial en la Geografía, la Topografía y en la Aeronáutica, principalmente a través de la utilización de mapas y en radares. Por ejemplo, se puede determinar la posición de algún objeto, utilizando un sistema coordenado teniendo el eje [image: ], hacia el Norte y el eje [image: ], hacia el Este. Esto define las coordenadas de un punto, que puede ser una casa, una ciudad, un avión, una montaña, etc.


  Los sistemas coordenados también sirven para conocer el punto en que se encuentran dos móviles que se desplazan en direcciones distintas a una misma velocidad. O bien conocer la distancia de dos objetos si están inmóviles.


  Los sistemas coordenados son esenciales para realizar mapas precisos, pero hay algunas sutilezas. Por ejemplo, la superficie esférica aproximada de la Tierra no se puede representar sobre un mapa plano sin que haya distorsión. A unas cuantas decenas de kilómetros, el problema es muy poco notorio, pero a una escala de cientos o miles de kilómetros, la distorsión aparece necesariamente. Se puede hacer una variedad de representaciones aproximadas y cada una implica un tipo algo diferente en la distorsión de forma, área o distancia.4


  Tanto la figura como la escala pueden tener consecuencias importantes en procesos de Ingeniería. Por ejemplo, las conexiones triangulares maximizan la rigidez, las superficies lisas disminuyen la turbulencia y los recipientes esféricos minimizan el área de la superficie para cualquier volumen o masa dada. Cambiar el tamaño de objetos manteniendo la misma forma puede tener efectos profundos debido a la geometría de la escala: el área varía como el cuadrado de las dimensiones lineales, y el volumen lo hace como el cubo.


  IV.9 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Ubicar los siguientes puntos en el sistema coordenado unidimensional:


  [image: ], [image: ],   [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


  2) Localizar en el plano los siguientes puntos en el plano bidimensional:


  [image: ],  [image: ],  [image: ],  [image: ],  [image: ], [image: ], [image: ], [image: ],  [image: ],   [image: ]


  3) Ubicar en el plano los siguientes puntos en el espacio tridimensional:


  [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


  4) Cuál es la diferencia que existe entre la distancia y la distancia dirigida?


  
    	
      Encuentra la distancia que separa a los siguientes pares de puntos:

    

  


  5) [image: ], [image: ], 6) [image: ], [image: ],7) [image: ], [image: ]


  8) Deducir la fórmula para encontrar la distancia entre dos puntos en el espacio.


  9) Obtener el perímetro del triángulo cuyos vértices son los puntos [image: ]


  
    	
      Obtener un punto [image: ]que divida al segmento de recta unido por los siguientes pares de puntos en la razón dada:

    

  


  [image: ], 11) [image: ]


  12) Obtener el punto medio del segmento de recta cuyos extremos son [image: ]


  13) Encontrar un punto [image: ]que divida al segmento de recta en el espacio unido por los siguientes puntos [image: ]y razón: [image: ]


  
    	
      Si los puntos [image: ]son los extremos de un segmento de recta, obtener las coordenadas de los puntos [image: ]que lo dividan en las razones dadas:>

    

  


  14) [image: ],  15) [image: ],  16) [image: ],  17) [image: ],  18) [image: ], 19) [image: ], 20) [image: ], 21) [image: ], 22) [image: ],  23) [image: ], 24) [image: ].


  25) A partir de lo anterior, discutir el comportamiento del punto que divide al segmento de acuerdo con su razón.


  26) Hacer un cuadro sinóptico con las características principales de los polígonos


  27) ¿Cómo se clasifican los triángulos?


  28) ¿Qué es la semejanza y la congruencia de dos triángulos? Exponer con ejemplos.


  29) En un triángulo, ¿qué es una altura, una mediana, una bisectriz y una mediatriz?


  30) En un triángulo definir y ubicar al ortocentro, al baricentro, al incentro y al circuncentro.


  31) ¿Cómo se clasifican los cuadriláteros?


  32) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  _______________________


  1 Los que no tienen un nombre especial, se designan por el número de lados, por ejemplo, polígono de 27 lados.[regresar]


  2 En general, dos figuras son semejantes si tienen la misma forma.[regresar]


  3 En general, dos figuras son congruentes si coinciden cuando se coloca una sobre otra. Por ejemplo, dos segmentos son congruentes si tienen la misma longitud, dos circunferencias son congruentes si tienen el mismo radio, dos cuadrados son congruentes si tienen el mismo lado.[regresar]


  4 Un tipo común de mapa exagera las áreas aparentes de las regiones cercanas a los polos (por ejemplo, Groenlandia y Alaska), mientras que otros tipos específicos representan de manera engañosa la distancia más corta entre dos lugares, o aun qué punto es adyacente a qué otro.[regresar]


  DISCUSIÓN DE ECUACIONES ALGEBRAICAS


  UNIDAD V


  Existen dos problemas fundamentales en la Geometría Analítica:


  1. Dada una ecuación hallar el lugar geométrico que representa.


  2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuación matemática.


  [image: ]


  V. 1 CONCEPTO DE LUGAR GEOMÉTRICO


  Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que satisfacen una determinada condición. La solución de un problema de lugares geométricos es una ecuación, la ecuación de todos los puntos que cumplen la dicha condición.


  Por ejemplo, el lugar geométrico formado por la condición [image: ]es:


  


  [image: ]


  


  [image: ]


  El lugar geométrico se forma a partir de todos los puntos que satisfacen la condición, es decir, su gráfica representa la unión de una infinidad de puntos. Sin embargo, en la práctica se toma como referencia las parejas ordenadas que se obtienen de la tabulación y se unen. Para el ejemplo anterior son: [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ]y [image: ]


  Puede apreciarse que el punto [image: ] no pertenece al lugar geométrico, ya que si se sustituyen los valores, no satisface la ecuación.


  V. 2 DISCUSIÓN DE UNA CURVA


  Para trazar una gráfica, el procedimiento consiste en localizar puntos derivados de una tabulación y dibujar una línea continua que pasa por todos ellos. Sin embargo, no todas las gráficas son continuas y por lo tanto, este procedimiento no es válido ya que se introducirían errores en el trazado de las gráficas.


  Para evitar errores de este tipo se debe realizar una investigación preliminar de la ecuación antes de trazar la curva. A esto se le conoce como discusión de una curva a través del método de los seis pasos.


  Las características por analizar son:


  1)Intersecciones con los ejes


  2)Simetría


  3)Extensión o campo de variación


  4) Asíntotas


  5) Tabulación


  6) Trazado de gráfica.


  V.2.1 INTERSECCIONES CON LOS EJES


  Son los puntos en que la gráfica del lugar geométrico corta a los ejes coordenados.


  Para hallar la intersección con el eje [image: ]se hace [image: ]en la ecuación dada y se despeja la variable [image: ]. Análogamente, para hallar la intersección con el eje [image: ]se hace [image: ]y se despeja [image: ].


  V.2.2 SIMETRÍA


  Existen tres casos posibles de simetría para un lugar geométrico:


  a) Una curva es simétrica con respecto al eje [image: ]si para cada valor de [image: ]se obtienen dos valores iguales pero de signos contarios de [image: ]. Por lo tanto, si una ecuación no se altera al sustituir [image: ]por, su representación gráfica o lugar geométrico es simétrica respecto al eje [image: ].


  b) Una curva es simétrica con respecto al eje [image: ]si para cada valor de [image: ]se obtienen dos valores iguales pero de signos contarios de[image: ]. Por lo tanto, si una ecuación no se altera al sustituir [image: ]por [image: ], su representación gráfica o lugar geométrico es simétrica respecto al eje [image: ].


  c) Una curva es simétrica con respecto al origen si para cualquier punto que pertenezca al primer cuadrante equidista de otro punto que esté en el tercer cuadrante o, si para cualquier punto que se ubique en el segundo cuadrante, equidista de otro punto que se localice en el cuarto cuadrante. Por lo tanto, si una ecuación no se altera al sustituir [image: ]por [image: ]y [image: ]por [image: ]simultáneamente, su representación gráfica o lugar geométrico es simétrica respecto al origen.


  V.2.3 EXTENSIÓN


  La extensión de una curva es la determinación de los intervalos de variación para los cuales los valores de las variables [image: ]y [image: ]son reales.


  Los valores de cada una de las variables para las cuales la otra se hace imaginaria, carecen de sentido. Aquí se pueden presentar dos opciones:


  a) Que se tenga un cociente. Aquí lo que debe evitarse es que el denominador se haga cero.


  b) Que tenga un radical con índice par. Aquí lo que debe cuidarse es que su argumento sea positivo o cuando menos igual a cero.


  Si no sucede ninguna de las dos opciones anteriores, entonces existe la gráfica en [image: ]para toda [image: ]y en[image: ]para toda [image: ].


  V.2.4 ASÍNTOTAS


  Si para una curva dada existe una recta tal que a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente de su origen, la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a cero, dicha recta se llama asíntota de la curva.


  Las asíntotas pueden ser horizontales o verticales (aunque en términos genéricos pueden tener cualquier inclinación).


  Un lugar geométrico tiene:


  
    	
      Una asíntota vertical cuando crece indefinidamente si [image: ]tiende a un valor finito.

    


    	
      Una asíntota horizontal cuando a medida que [image: ]crece indefinidamente, la función tiende a un número finito.

    

  


  Un lugar geométrico puede tener más de una asíntota horizontal o vertical y sólo existen si hay expresiones racionales de las formas:


  [image: ] o[image: ]


  En el caso de las funciones racionales, las asíntotas verticales se deducen de la expresión despejada para [image: ]y de los valores de [image: ]que no están en el dominio de la función, es decir, los que anulan el denominador.


  Por ejemplo, la curva [image: ]tiene dos asíntotas verticales: una en [image: ]y la otra en [image: ].


  En el caso de las funciones racionales, las asíntotas horizontales se deducen de la expresión despejada para [image: ]y de los valores de [image: ]que anulan el denominador.


  Por ejemplo, la curva [image: ]tiene cuatro asíntotas horizontales: en [image: ], [image: ], [image: ]y en [image: ]. Este paso es una consecuencia directa de la extensión.


  V.2.5 TABULACIÓN


  Es el cálculo de las coordenadas de un número suficiente de puntos (al menos diez) para obtener una gráfica adecuada.


  Por lo general, se sustituye el valor de [image: ]en la ecuación despejada para [image: ]en el paso tres. Siempre deben darse los valores de [image: ] [image: ], o viceversa.


  V.2.6 TRAZADO DE LA CURVA


  Una vez efectuada la tabulación, se procede a localizar los puntos encontrados en el quinto paso y unirlos mediante una línea continua. Debe tenerse cuidado en trazar por anticipado las asíntotas (si las hay).


  Ejemplos.


  Discutir las siguientes curvas, mediante el método de los seis pasos:


  1)[image: ]


  Solución.


  
    	
      Intersecciones con los ejes

    

  


  * Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  [image: simboloporlotanto]la curva corta al eje[image: ] en [image: ]


  * Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  [image: simboloporlotanto]la curva corta al eje [image: ] en [image: ]


  
    	
      Simetría

    

  


  * Con respecto al eje [image: ]([image: ]por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva no es simétrica con respecto al eje [image: ]


  * Con respecto al eje [image: ] ([image: ]por [image: ])


  [image: ]


  [image: ]


  Como [image: ]la curva no es simétrica con respecto al eje y.


  * Con respecto al origen ([image: ] por [image: ]) y ([image: ] por [image: ])


  [image: ] [image: ]


  Como [image: ]la curva tampoco es simétrica respecto al origen.


  
    	
      Extensión

    

  


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]


  [image: ]


  [image: simboloporlotanto][image: ] [image: ] [image: ] [image: ] excepto en[image: ]


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]


  [image: simboloporlotanto][image: ] [image: ] [image: ] [image: ]excepto en [image: ]


  
    	
      Asíntotas

    

  


  [image: ]

  [image: ]


  
    	
      Tabulación

    

  


  Sustituyendo valores de [image: ]en [image: ] para obtener valores de [image: ]:


  [image: ]


  
    	
      Trazado de gráfica

    

  


  [image: ]


  2)[image: ]


  Solución.


  
    	
      Intersecciones con los ejes

    

  


  * Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ]

  [image: ]no hay intersección


  * Con respecto al eje [image: ] [image: ]


  [image: ]

  [image: ]no hay intersección


  
    	
      Simetría

    

  


  * Con respecto al eje [image: ]([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva no es simétrica con respecto al eje [image: ].


  *Con respecto al eje [image: ]([image: ]por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ]la curva si es simétrica con respecto al eje y.


  * Con respecto al origen ([image: ] por [image: ]) y ([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ]la curva tampoco es simétrica respecto al origen.


  
    	
      Extensión

    

  


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  [image: simboloporlotanto][image: ] [image: ] [image: ] [image: ]excepto en [image: ]


  
    	
      Asíntotas

    

  


  [image: ]

  [image: ]


  
    	
      Tabulación

    

  


  Sustituyendo valores de [image: ][image: ]para obtener valores de [image: ]:


  [image: ]


  
    	
      Trazado de gráfica

    

  


  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  
    	
      Intersecciones con los ejes

    

  


  * Con respecto al eje [image: ] [image: ]


  [image: ]

  [image: ] \ la curva corta al eje [image: ]en [image: ] y en [image: ]


  * Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ]

  [image: ] \ la curva corta al eje [image: ]en [image: ]y en [image: ]


  
    	
      Simetría

    

  


  * Con respecto al eje [image: ]([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva si es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al eje [image: ]([image: ][image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva si es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al origen ([image: ] por [image: ]) y ([image: ][image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ] la curva también es simétrica respecto al origen.


  
    	
      Extensión

    

  


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  [image: simboloporlotanto][image: ][image: ] [image: ] [image: ] [image: ]


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]

  [image: ][image: simboloporlotanto][image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ]


  
    	
      Asíntotas

    

  


  No hay


  
    	
      Tabulación

    

  


  Sustituyendo valores de [image: ][image: ]para obtener dos valores de [image: ]:


  [image: ]


  
    	
      Trazado de gráfica

    

  


  [image: ]


  4) [image: ]


  Solución.


  
    	
      Intersecciones con los ejes

    

  


  * Con respecto al eje [image: ] [image: ]


  [image: ]

  [image: ][image: simboloporlotanto] la curva corta al eje [image: ]en [image: ]


  * Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  aplicando la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  [image: simboloporlotanto]la curva corta al eje [image: ]aproximadamente en [image: ]y [image: ]


  
    	
      Simetría

    

  


  * Con respecto al eje [image: ] ([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva no es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al eje [image: ] ( [image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva si es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al origen ([image: ] por [image: ]) y ([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ]la curva tampoco es simétrica respecto al origen.


  
    	
      Extensión

    

  


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]


  el denominador nunca se puede hacer cero[image: simboloporlotanto][image: ] [image: ] [image: ] [image: ]


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]


  aplicando la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado: [image: ]:


  [image: ]


  analizando el radical se tiene:


  [image: ]


  [image: simboloporlotanto][image: ] [image: ] [image: ] [image: ]con [image: ]


  
    	
      Asíntotas

    

  


  No hay


  
    	
      Tabulación

    

  


  Sustituyendo valores de [image: ]en [image: ]para obtener dos valores de [image: ]:


  [image: ]


  
    	
      Trazado de gráfica

    

  


  [image: ]


  5)[image: ]


  Solución.


  
    	
      Intersecciones con los ejes

    

  


  *Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ] [image: ]no hay intersección


  * Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ]

  [image: ][image: simboloporlotanto] la curva corta al eje [image: ]en [image: ]


  
    	
      Simetría

    

  


  * Con respecto al eje [image: ]([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva no es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al eje [image: ]([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva si es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al origen ([image: ] por [image: ]) y ([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ]la curva tampoco es simétrica respecto al origen.


  
    	
      Extensión

    

  


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]


  para que exista en los números reales, se debe cumplir la desigualdad [image: ]


  donde se tiene un polinomio racional de la forma [image: ]cuyas raíces son: [image: ]y [image: ]


  así que se generan tres intervalos de factible solución: [image: ]


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]

  [image: ]


  como [image: ]es mayor que [image: ]se satisface la desigualdad para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]

  [image: ]


  como [image: ]no es mayor que [image: ], no se satisface la desigualdad para ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]

  [image: ]


  como [image: ]es mayor que [image: ]se satisface la desigualdad para cualquier punto de ese intervalo.


  entonces, el conjunto solución es la unión de los intervalos que cumplen la desigualdad: [image: ]


  [image: simboloporlotanto][image: ] [image: ][image: ][image: ]con [image: ]


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ]

  [image: simboloporlotanto][image: ][image: ][image: ][image: ]excepto en [image: ][image: ]


  
    	
      Asíntotas

    

  


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	
      Tabulación

    

  


  Sustituyendo valores de [image: ]en [image: ]para obtener valores de [image: ]:


  [image: ]


  
    	
      Trazado de gráfica

    

  


  [image: ]


  6)[image: ]


  Solución.


  
    	
      Intersecciones con los ejes

    

  


  * Con respecto al eje [image: ][image: ]


  [image: ]

  [image: ][image: simboloporlotanto] la curva corta al eje [image: ]en [image: ] y en [image: ]


  * Con respecto al eje [image: ] [image: ]


  [image: ]

  [image: ]\ la curva no cruza al eje [image: ]


  
    	
      Simetría

    

  


  * Con respecto al eje [image: ] ([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ] <>Como [image: ], la curva si es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al eje [image: ] ([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la curva si es simétrica con respecto al eje [image: ].


  * Con respecto al origen ([image: ] por [image: ]) y ([image: ] por [image: ])


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ]la curva también es simétrica respecto al origen.


  
    	
      Extensión

    

  


  * Se despeja la ecuación [image: ]para [image: ]:


  [image: ] [image: ]es una desigualdad absoluta (siempre se cumple)[image: simboloporlotanto][image: ] [image: ] [image: ][image: ]


  * Se despeja la ecuación [image: ][image: ]:


  [image: ][image: ]

  [image: ]\ [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] con [image: ]


  
    	
      Asíntotas

    

  


  No tiene asíntotas horizontales ni verticales


  
    	
      Tabulación

    

  


  Sustituyendo valores de [image: ] en [image: ]para obtener dos valores de [image: ]:


  [image: ]


  
    	
      Trazado de gráfica

    

  


  [image: ]


  V.3 ECUACIONES DE LUGARES GEOMÉTRICOS


  El segundo problema fundamental de la geometría analítica consiste en obtener la ecuación de un lugar geométrico dada su gráfica o sus condiciones básicas. En general, para obtener la ecuación de un lugar geométrico se sigue el procedimiento que a continuación se describe:


  Unavez conocidas las condiciones que debe cumplir un lugar geométrico, se expresan algebraicamente en términos de un punto [image: ]que es un punto del lugar geométrico, y por lo tanto, satisface las condiciones dadas. Se obtiene la expresión (generalmente aplicando la fórmula de distancia entre dos puntos), se simplifica, se iguala a cero y se comprueba que cualquier punto que pertenezca a la curva satisface la ecuación encontrada. Cualquier pareja de valores que satisfaga la ecuación representa las coordenadas de un punto del lugar geométrico.


  Ejemplos.


  1) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ]del plano que equidisten de los puntos [image: ]y [image: ]


  Solución.


  La distancia al punto [image: ] es: [image: ]y la distancia al punto [image: ]es: [image: ]


  Al equidistar, implica que:[image: ]


  [image: ]


  elevando al cuadrado:


  [image: ]


  desarrollando:


  [image: ]


  reduciendo términos semejantes:


  [image: ]


  simplificando se obtiene:


  [image: ]


  [image: ]


  2) Encontrar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ]del plano cuya suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos [image: ] y [image: ] sea igual a [image: ]


  Solución.


  [image: ];[image: ]; [image: ]

  [image: ]


  eliminando las raíces:


  [image: ]


  desarrollando:


  [image: ]


  reduciendo términos semejantes:


  [image: ]


  simplificando se obtiene:


  [image: ]


  [image: ]


  3) Obtener la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ] del plano que equidisten del punto [image: ]y de la recta [image: ]


  Solución.


  [image: ];[image: ]; [image: ]

  [image: ]


  elevando al cuadrado:


  [image: ]


  desarrollando:


  [image: ]


  reduciendo términos semejantes se obtiene:


  [image: ]


  [image: ]


  4) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos[image: ]del plano cuya distancia del eje [image: ]siempre igual que al punto [image: ]


  Solución.


  La distancia que existe de cualquier punto [image: ]del lugar geométrico al eje [image: ]es [image: ], por lo tanto se cumple que:


  [image: ]


  Por su parte la distancia al punto [image: ]es:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  elevando al cuadrado:


  [image: ]


  desarrollando:


  [image: ]


  reduciendo términos semejantes se obtiene:


  [image: ]


  [image: ]


  5) Encontrar la ecuación del lugar geométrico de un punto [image: ] que se mueve en el plano de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos [image: ]y [image: ]sea [image: ]


  Solución.


  [image: ];[image: ]; [image: ]

  [image: ]


  que equivale a:


  [image: ]


  elevando ambos miembros al cuadrado:


  [image: ]


  desarrollando:


  [image: ]

  [image: ]


  reduciendo términos semejantes:


  [image: ]


  que equivale a:


  [image: ]


  dividiendo entre [image: ]y elevando nuevamente al cuadrado ambos miembros:


  [image: ]

  [image: ] [image: ]

  [image: ]


  reduciendo términos semejantes se obtiene:


  [image: ]


  [image: ]


  6) Obtener la ecuación del lugar geométrico de un punto [image: ]que es paralelo al eje [image: ]y que pasa por el punto [image: ]


  Solución.


  Trazando una gráfica:


  [image: ]


  se aprecia que es una recta horizontal que cruza al eje [image: ]en [image: ].


  7) Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto [image: ] que es paralelo al eje [image: ]y que pasa por el punto [image: ]


  Solución.


  Trazando una gráfica:


  [image: ]


  se aprecia que es una recta vertical que cruza al eje [image: ] en [image: ], por lo tanto: [image: ]


  8)Encontrar la ecuación del lugar geométrico de un punto [image: ]que es perpendicular al eje [image: ]y que pasa por el punto [image: ]


  Solución.


  Trazando una gráfica:


  [image: ]


  se advierte que es una recta horizontal que cruza al eje [image: ]en [image: ], por lo tanto: [image: ]


  9)Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto [image: ]que es perpendicular al eje [image: ]y que pasa por el punto [image: ].


  Solución:


  Trazando una gráfica:


  [image: ]


  se aprecia que es una recta horizontal que cruza al eje[image: ]en [image: ]


  por lo tanto:


  [image: ]


  10) Determinar la ecuación del lugar geométrico de un punto [image: ]que es perpendicular al eje [image: ], que pasa por el punto [image: ]y que sea perpendicular a la recta [image: ]


  Solución:


  La recta puede expresarse como [image: ].


  Trazando una gráfica, se encuentra que la recta que cumple con la condición es:


  [image: ]


  [image: ]


  V.4 APLICACIONES


  Para comprender el mundo, la mente humana depende en gran medida de su percepción de las figuras y modelos. Muchas de las creaciones humanas, así como las figuras de la naturaleza, con frecuencia se pueden caracterizar en términos de su forma geométrica.


  Algunas de las ideas y términos de la Geometría se han convertido en parte del lenguaje cotidiano. Aunque los objetos reales jamás concuerdan exactamente con una figura geométrica, sí se aproximan, de modo que lo que se sabe sobre las figuras y relaciones geométricas se puede aplicar a los objetos.


  Los lugares geométricos se pueden representar a través de expresiones algebraicas que describen su comportamiento. La interpretación matemática de las figuras también incluye la descripción gráfica de las relaciones numéricas y simbólicas.


  Las cantidades se visualizan como longitudes o áreas (como en las gráficas de barras y de sectores circulares) o como distancias desde ejes de referencia (como en las gráficas lineales o planos esparcidos). La exposición gráfica hace posible identificar patrones de inmediato, que de otra forma no serian obvios. Por ejemplo: tamaños relativos (proporciones o diferencias), índices de cambio (rapidez con que se modifica una variable), discontinuidades abruptas (aumentos a intervalos), agrupación (distancias entre puntos marcados) y tendencias (proyecciones).


  La matemática de las relaciones geométricas también ayuda en el análisis del diseño de estructuras complejas (moléculas proteínicas o alas de aviones) y redes lógicas (conexiones de células cerebrales o sistemas telefónicos de larga distancia).


  V.5 EJERCICIOS PROPUESTOS


  
    	
      Aplicando detallada y rigurosamente el método de los seis pasos, discutir las siguientes ecuaciones:

    

  


  1)[image: ]


  2)[image: ]


  3)[image: ]


  4)[image: ].


  5)[image: ]


  6)[image: ]


  7)[image: ]


  8) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ]cuya distancia al punto fijo [image: ]sea igual a cuatro.


  9) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ] que equidisten de los puntos fijos [image: ]y [image: ].


  10) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ]del plano que cuya distancia del eje [image: ]siempre sea la quinta parte que al punto [image: ]


  11) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ]cuya suma de distancias a los puntos fijos [image: ]y [image: ]sea igual a ocho.


  12) Obtener la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ]del plano que equidisten del punto [image: ]y de la recta [image: ]


  13) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ]cuya diferencia de distancias a los puntos fijos[image: ] y [image: ]sea igual a seis.


  14) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos [image: ] cuya suma de cuadrados de distancias a los ejes coordenados sea igual a nueve.


  15) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  ECUACIÓN DE PRIMER GRADO


  UNIDAD VI


  VI.1 DEFINICIÓN DE RECTA


  Analíticamente hablando, una recta se define como una ecuación de primer grado en dos variables de la forma:


  [image: ]


  donde [image: ]son coeficientes numéricos y las variables son [image: ]y [image: ].


  La recta es el lugar geométrico de los puntos [image: ]que cumplen con la ecuación [image: ].


  Las características de una recta son la pendiente y la ordenada al origen.


  
    	
      La pendiente [image: ]se define como su grado de inclinación y es la tangente del ángulo (medido en sentido contrario a las manecillas del reloj) que forma la recta con el eje [image: ].

    

  


  [image: ]


  
    	
      La ordenada al origen [image: ] es la distancia que existe del origen al punto donde la recta cruza al eje [image: ].

    

  


  [image: ]


  De acuerdo a la figura anterior, una recta es el lugar geométrico de los puntos que poseen una misma pendiente.


  VI.2 FORMAS DE LA ECUACIÓN DE LA RECTA


  VI.2.1 PUNTO-PENDIENTE


  Dados los puntos [image: ]y [image: ]de una recta:


  [image: ]


  se observa que la pendiente es:


  [image: ]


  ahora, si se despeja [image: ]queda:


  [image: ]


  que es la ecuación punto-pendiente de la recta.


  Ejemplos.


  Determinar la ecuación de la recta que pase por el punto indicado y con la pendiente dada.


  1)Pendiente [image: ]y que pase por el punto [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  2)Pendiente [image: ]y que pase por el punto [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  3)Pendiente [image: ] y que pase por el punto [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  VI.2.2 PENDIENTE-ORDENADA AL ORIGEN


  Si en el caso anterior, el punto [image: ]se desplaza hasta que coincida con el eje [image: ], se tiene:


  [image: ]


  Se advierte que el punto [image: ] se convierte en [image: ], donde [image: ]es la ordenada al origen.


  Para este caso la pendiente es: [image: ]


  ahora, si se despeja [image: ]: [image: ], es decir:


  [image: ]


  que es la ecuación pendiente-ordenada al origen de la recta.


  Ejemplos.


  Determinar la ecuación de la recta con la pendiente y su respectiva ordenada al origen dadas


  1) Pendiente [image: ]y ordenada al origen [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  2) Pendiente [image: ]y con ordenada al origen [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]


  3)Pendiente [image: ]y con ordenada al origen [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]


  VI.2.3 DOS PUNTOS (CARTESIANA)


  Dados los puntos [image: ], [image: ]y [image: ]de una recta:


  [image: ]


  se observa que la pendiente que une a los puntos [image: ] y [image: ]es: [image: ]


  y que la pendiente que une a los puntos [image: ]y [image: ]es: [image: ]


  pero como la pendiente es la misma se pueden igualar: [image: ], que equivale a:


  [image: ]


  que es la ecuación conocida como de dos puntos o cartesiana de la recta.


  Ejemplos.


  Determinar la ecuación de la recta que pase por los puntos dados


  1)[image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  multiplicando de forma cruzada:


  [image: ] [image: ]


  2)[image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  multiplicando de forma cruzada:


  [image: ]

  [image: ]


  3)[image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  multiplicando de forma cruzada:


  [image: ]

  [image: ]


  VI.2.4 SIMÉTRICA


  Si la recta cruza a los ejes coordenados en los puntos[image: ]y [image: ], se puede aplicar la ecuación cartesiana de la recta: [image: ]


  multiplicando de forma cruzada: [image: ],


  dividiendo todo entre [image: ]: [image: ]


  [image: ]


  que es la ecuación simétrica de la recta.


  A la distancia [image: ]se le conoce como abscisa al origen y como ya se explicó a la distancia [image: ]se le denomina ordenada al origen.


  [image: ]


  Ejemplos.


  Encontrar la ecuación de la recta si cruza a los ejes coordenados en los siguientes puntos:


  1)[image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ], por tanto: [image: ]


  multiplicando por [image: ]: [image: ]


  2)[image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ], por tanto: [image: ]>


  multiplicando por [image: ]: [image: ]


  3)[image: ]y [image: ]


  Solución


  [image: ], por tanto: [image: ]


  que equivale a: [image: ]


  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]



  VI.2.5 GENERAL


  Toda recta puede expresarse como una ecuación de primer grado en dos variables de la forma:


  [image: ]


  que es la ecuación general de la recta.


  Para conocer sus características se despeja [image: ] [image: ]


  ecuación que es de la forma por lo tanto, si se compara se tiene que:


  [image: ] y[image: ]


  que son las expresiones que respectivamente determinan la pendiente y la ordenada al origen de la ecuación general de la recta.


  Ejemplos.


  Obtener la pendiente y la ordenada al origen de las siguientes rectas:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ] [image: ];[image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ] [image: ];[image: ]


  VI.3 GRAFICACIÓN DE RECTAS


  Una recta puede graficarse teniendo como referencia al eje [image: ]en su ordenada al origen, y sobre ese punto se debe inclinar su pendiente considerando que[image: ] e interpretándolo de la siguiente forma:


  
    	
      Si la pendiente es positiva, se deben recorrer [image: ]unidades [image: ]unidades hacia arriba. En el caso de obtenerse un número natural, se recorre una unidad a la derecha y [image: ]unidades para arriba.

    

  


  
    	
      Si la pendiente es negativa, se deben recorrer [image: ]unidades a la izquierda y [image: ]unidades hacia arriba. En el caso de obtenerse un número entero, se recorre una unidad a la izquierda y [image: ]unidades para arriba.

    

  


  
    	
      Si la pendiente es cero, se trata de una recta paralela o coincidente al eje [image: ]

    

  


  
    	
      Si la pendiente es infinita, se trata de una recta paralela o coincidente al eje [image: ].

    

  


  Ejemplos.


  Trazar las gráficas de las siguientes rectas:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ];[image: ]


  Comola pendiente es positiva, a partir de la ordenada [image: ]se recorre una unidad para la derecha y dos unidades para arriba.


  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]; [image: ]


  Como la pendiente es negativa, a partir de la ordenada [image: ], se recorren cinco unidades para la izquierda y tres unidades para arriba.


  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ];[image: ]


  Como la pendiente es cero, a partir de la ordenada [image: ]se traza una línea horizontal.


  [image: ]


  



  VI.4 RELACIONES ENTRE RECTAS


  VI.4.1 PARALELISMO


  Dos rectas L1 y L2 son paralelas si sus pendientes son iguales. Es decir si cumplen que: [image: ]. Además, dos rectas L1 y L2 son coincidentes (es decir se sobreponen) cuando aparte de tener la misma pendiente, pasan por un mismo punto.


  [image: ]


  Ejemplos.


  1)¿Serán paralelas las rectas[image: ]y [image: ]?


  Solución.


  Para L1:[image: ]


  Para L2: [image: ]


  como [image: ], las rectas no son paralelas.


  2) ¿Serán paralelas las rectas [image: ]y [image: ]?


  Solución.


  Para L1: [image: ]


  Para L2:[image: ]


  como [image: ], las rectas si son paralelas.


  Ahora: Para L1: [image: ]


  Para L2:[image: ]


  como [image: ], las rectas además son coincidentes.


  Nótese que si alguna de las ecuaciones se puede expresar como un producto de un número por la otra entonces las rectas son coincidentes. En este ejemplo si la recta L2 se multiplica por dos se obtiene L1.


  3)Obtener la ecuación de la recta que pase por el punto [image: ]y que sea paralela a la recta[image: ]


  Solución.


  Al ser paralelas [image: ], entonces: [image: ]


  aplicando la ecuación punto pendiente de la recta:


  [image: ]

  [image: ]


  VI.4.2 PERPENDICULARIDAD


  Dos rectas L1 y L2 son perpendiculares (u ortogonales) si forman un ángulo de [image: ]grados entre sí.


  Sea la siguiente figura:


  [image: ]


  como las rectas son perpendiculares:[image: ]


  tomando la tangente de los ángulos en ambos miembros: [image: ]


  pero como la tangente y la cotangente son funciones recíprocas se tiene:[image: ]


  Por lo tanto, la condición de perpendicularidad entre dos rectas L1 y L2 se cumple siempre que el producto de sus pendientes sea [image: ]:


  [image: ]


  Ejemplos.


  1)¿Serán perpendiculares las rectas[image: ]y [image: ]?


  Solución.


  Para L1:[image: ]


  Para L2: [image: ]


  como[image: ], las rectas si son perpendiculares.


  2)¿Serán perpendiculares las rectas[image: ]y [image: ]?


  Solución.


  Para L1: [image: ]


  Para L2:[image: ]


  como[image: ], las rectas no son perpendiculares.


  3) Obtener la ecuación de la recta que sea perpendicular a la recta [image: ]y que pase por el punto [image: ].


  Solución.


  [image: ], pero por ser perpendiculares:

  [image: ],aplicando la ecuación punto-pendiente de la recta:

  [image: ]

  [image: ]


  VI.4.3 PUNTO DE INTERSECCIÓN


  El punto de intersección de dos rectas L1 y L2 viene dado por la solución del sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas de la forma: [image: ]


  [image: ]


  en donde las rectas de la forma [image: ]deben transformarse a expresiones que cumplan con: [image: ]. Esto es:


  [image: ]


  Puede emplearse cualquiera de los métodos para resolver el sistema: igualación, suma o resta, sustitución o determinantes. Los ejemplos que a continuación se ilustran utilizan el método de resolución por determinantes.


  Si la solución no existe, geométricamente se interpreta como que son rectas paralelas.


  Ejemplos.


  Determinar el punto de intersección de los siguientes pares de rectas:


  1) [image: ]y [image: ]


  Solución.


  El sistema por resolver se convierte en: [image: ], aplicando el método de determinantes se tiene:


  [image: ]; [image: ]


  el punto solución es [image: ]


  comprobación:[image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  Solución.


  El sistema por resolver se convierte en: [image: ], aplicando el método de determinantes se tiene:


  [image: ]; [image: ]


  [image: simboloporlotanto]el punto solución es [image: ]


  comprobación: [image: ]


  3)[image: ]y[image: ]


  Solución.


  El sistema por resolver se convierte en:[image: ], aplicando el método de determinantes se tiene:


  [image: ]; [image: ]


  como el denominador de ambos cocientes es cero, el punto solución no existe. Esto implica que son rectas paralelas.


  VI.4.4 ÁNGULO DE INTERSECCIÓN


  Sean dos rectas L1 y L2 con sus respectivas pendientes [image: ]y [image: ]:


  [image: ]


  Se aprecia que: [image: ]


  La tangente del ángulo de intersección [image: ]es: [image: ]


  aplicando la identidad trigonométrica vista en el capítulo II: [image: ]


  y como [image: ]y >[image: ], se tiene que: [image: ]


  Por lo tanto, el ángulo de intersección de dos rectas L1 y L2 medido en sentido contrario de las manecillas del reloj desde L1 hasta L2 está dado por la expresión:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Determinar el ángulo de intersección de los siguientes pares de rectas:


  1) [image: ]y [image: ]


  Solución.


  Para L1: [image: ]


  Para L2: [image: ]


  sustituyendo se tiene:


  [image: ]


  2)[image: ]y [image: ]


  Solución.


  Para L1: [image: ]


  Para L2: [image: ]


  sustituyendo se tiene:


  [image: ]


  3)[image: ]y[image: ]


  Solución.


  Para L1: [image: ]


  Para L2: [image: ]


  sustituyendo se tiene:


  [image: ]


  VI.4.5 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA


  Para encontrar la distancia de un punto a una recta, primero se encuentra el punto de intersección de la recta con su perpendicular y después se aplica la distancia entre dos puntos:


  [image: ]


  Sea una recta L1 de la forma [image: ].


  Dado que su pendiente es [image: ] , la pendiente de una recta perpendicular es [image: ].


  La ecuación de la recta perpendicular que pasa por el punto [image: ]es:


  [image: ]


  desarrollando:


  [image: ]


  Para encontrar el punto de intersección [image: ]se resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:


  [image: ]


  Multiplicando la primera ecuación por [image: ], la segunda ecuación por [image: ], y sumando:


  [image: ]


  Multiplicando la primera ecuación por [image: ], la segunda ecuación por [image: ], y restando:


  [image: ]


  la distancia que separa a los puntos [image: ] y [image: ]es:


  [image: ]


  encontrando un denominador común y simplificando se obtiene:


  [image: ]


  factorizando [image: ]y simplificando se llega a:


  [image: ]


  extrayendo la raíz cuadrada, se obtiene que la mínima distancia que separa a la recta [image: ]del punto [image: ]es:


  [image: ]


  En el caso en que se quiera encontrar la distancia entre dos rectas paralelas, basta con determinar un punto de una de las rectas y aplicar la expresión anterior.


  Ejemplos.


  Obtener la distancia que separa a la recta del punto en los siguientes casos:


  1)[image: ], [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  2) [image: ], [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  este resultado implica que el punto pertenece a la recta.


  Ejemplo.


  Obtener la distancia entre las rectas paralelas: [image: ]y [image: ]


  Solución.


  Primero se comprueba que las rectas sean paralelas:


  Para L1: [image: ].


  Para L2: [image: ]


  como [image: ], las rectas si son paralelas. Ahora, se determina un punto cualquiera de la recta L2: Si [image: ], por lo que el punto es [image: ] y la distancia a L1 es: [image: ]


  



  VI.4.6 ÁREA DE UN TRIÁNGULO


  Dados tres puntos [image: ] , [image: ]y [image: ]no colineales en el plano, se genera un triángulo cuyos lados se forman al unir cada punto con los otros dos:


  [image: ]


  En la figura, el área del triángulo viene dada por el área del rectángulo menos el área de los tres triángulos sombreados, esto es:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  factorizando [image: ]y [image: ]:


  [image: ]


  cómo el área no puede ser negativa, entonces:


  [image: ]


  Por otra parte, si se calcula el determinante dispuesto como: [image: ]se obtiene:


  [image: ]


  obteniendo el mismo resultado, por lo tanto, el área de un triángulo también puede calcularse por:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Mediante los dos métodos, obtener el área del triángulo generado al unir los puntos siguientes:


  1) [image: ], [image: ] y [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  comprobación:


  [image: ]


  2) [image: ], [image: ]y [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  comprobación:


  [image: ]

  



  VI.5 ECUACIÓN NORMAL DE LA RECTA


  Sean una recta L1 en el plano, un punto [image: ] que le pertenece y otra recta perpendicular a L1 que pase por el origen, llamada recta normal:


  


  [image: ]


  


  De la figura se deduce que: [image: ]y[image: ]


  Por lo que las coordenadas del punto [image: ]son [image: ].


  También, de la gráfica se puede advertir que la pendiente de la recta normal es:[image: ], pero por condición de perpendicularidad: [image: ].


  Aplicando la fórmula punto pendiente se tiene:


  [image: ]

  [image: ] [image: ], [image: ]

  [image: ], pero se sabe que [image: ]:



  [image: ]


  que es la ecuación normal de la recta.


  Comparando la ecuación normal con la ecuación general de la recta se tiene que:


  [image: ], donde [image: ]es una constante de proporcionalidad.


  Elevando al cuadrado las primeras dos igualdades y sumándolas:


  [image: ], despejando la constante se obtiene:

  [image: ]. Por lo tanto:[image: ]y [image: ].


  Ejemplos.


  1) Determinar la ecuación de la recta normal cuya distancia al origen es [image: ]y que tiene un ángulo de inclinación de la normal de [image: ].


  Solución.


  Sustituyendo en la fórmula se tiene: [image: ]


  


  2) Transformar la ecuación general de la recta [image: ] a su forma normal.


  Solución.


  Aplicando en las fórmulas correspondientes se tiene:


  [image: ], [image: ]

  [image: ], por lo tanto: [image: ].


  3) Obtener la distancia que separa a la recta [image: ]del origen sobre la recta normal.


  Solución.


  La distancia está dada por el término independiente de la forma normal de la recta:


  [image: ]


  VI.6 RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DEL TRIÁNGULO


  VI.6.1 MEDIANAS DE UN TRIÁNGULO. BARICENTRO


  La mediana de un triángulo es un segmento de recta que une cada vértice con el punto medio del lado opuesto. Para obtener las medianas de un triángulo, se consideran cada uno de los tres vértices con respecto al punto medio del segmento opuesto. Posteriormente se encuentran los ecuaciones de las rectas de cada una de las medianas aplicando la forma de la recta punto–pendiente y finalmente se determina el punto de intersección, llamado baricentro, resolviendo el sistema formado por dos de las tres ecuaciones encontradas.


  [image: simboloporlotanto]El baricentro que es el centro de gravedad del triángulo, es decir el punto del que se pude tensar y en que queda suspendido horizontalmente.


  [image: ]


  Ejemplo.


  Obtener el baricentro del triángulo formado por los vértices: [image: ], [image: ] y [image: ]


  Solución.


  De acuerdo con la nomenclatura de la figura:


  Para el lado [image: ]su punto medio es: [image: ]


  Para el lado [image: ]su punto medio es: [image: ]


  Para el lado [image: ]su punto medio es: [image: ]


  Ahora se encuentran las pendientes de las medianas:


  Para el segmento [image: ]se tiene[image: ]


  Para el segmento [image: ] se tiene [image: ]


  Para el segmento [image: ]se tiene [image: ]


  La ecuación de la mediana[image: ]es: [image: ]


  [image: ]


  La ecuación de la mediana [image: ]es: [image: ]


  [image: ]


  La ecuación de la mediana [image: ]es: [image: ]


  [image: ]


  Usando las primeras dos de las tres ecuaciones anteriores, el sistema por resolver se convierte en: [image: ], aplicando el método de determinantes se tiene:


  [image: ];[image: ]


  Comprobando en la tercera ecuación se tiene:[image: ]


  el baricentro se ubica en [image: ].


  VI.6.2 MEDIATRICES DE UN TRIÁNGULO. CIRCUNCENTRO


  Las mediatrices de un triángulo son las rectas perpendiculares a los puntos medios de cada lado. Para obtener las mediatrices de un triángulo, se consideran cada uno de los puntos medios de los segmentos. Se calculan las pendientes de cada uno de los lados. Después se determinan las ecuaciones de las rectas perpendiculares aplicando la forma de la recta punto–pendiente y finalmente se encuentra el punto de intersección, llamado circuncentro, resolviendo el sistema formado por dos de las tres ecuaciones encontradas.


  El circuncentro es el centro de la circunferencia circunscrita, que es la que pasa por los tres vértices del triángulo.


  [image: ]


  Ejemplo.


  Obtener el circuncentro del triángulo formado por los vértices: [image: ], [image: ]y [image: ]


  Solución.


  De acuerdo con la figura:


  Para el lado [image: ], su punto medio es:[image: ]


  Para el lado [image: ], su punto medio es:[image: ]


  Para el lado [image: ], su punto medio es: [image: ]


  Ahora se encuentran las pendientes de cada uno de los lados del triángulo, sus perpendiculares (las que tienen un *) que corresponden a las mediatrices:


  Para el segmento [image: ]se tiene:[image: ]


  Para el segmentose tiene: [image: ]


  Para el segmento [image: ]se tiene: [image: ]


  La ecuación de la recta que pasa por el punto S y es perpendicular a [image: ]es:


  [image: ]


  La ecuación de la recta que pasa por el punto R y es perpendicular a [image: ]es:


  [image: ]


  La ecuación de la recta que pasa por el punto T y es perpendicular a [image: ]es:


  [image: ]


  Usando las primeras dos de las tres ecuaciones anteriores, el sistema por resolver se convierte en: [image: ], aplicando el método de determinantes se tiene:


  [image: ];[image: ]


  Comprobando en la tercera ecuación se tiene:[image: ]


  [image: simboloporlotanto]el circuncentro se ubica en [image: ].


  


  VI.6.3 ALTURAS DE UN TRIÁNGULO. ORTOCENTRO


  La altura de un triángulo es el segmento de recto perpendicular desde un vértice al lado opuesto. Para encontrar las alturas de un triángulo, se consideran cada una de las pendientes de los lados del triángulo. Posteriormente, utilizando el vértice opuesto y las pendientes obtenidas, se determinan las ecuaciones de las rectas perpendiculares aplicando la forma de la recta punto–pendiente. Finalmente se encuentra el punto de intersección, llamado ortocentro, resolviendo el sistema formado por dos de las tres ecuaciones encontradas.


  Según el tipo de triángulo el ortocentro puede estar dentro, en un vértice o fuera del mismo.


  [image: ]


  Ejemplo.


  Obtener el ortocentro del triángulo formado por los vértices: [image: ], [image: ]y [image: ]


  Solución.


  Deacuerdo con la nomenclatura de la figura, se encuentran las pendientes de los lados y sus perpendiculares (las que tienen *):


  Para el segmento [image: ]se tiene: [image: ]


  Para el segmento [image: ]se tiene: [image: ]


  Para el segmento [image: ] se tiene: [image: ]


  La ecuación de la altura que pasa por el punto [image: ]y es perpendicular a [image: ]es:


  [image: ]


  La ecuación de la altura que pasa por el punto [image: ]y es perpendicular a [image: ]es:


  [image: ]


  La ecuación de la altura que pasa por el punto [image: ]y es perpendicular a [image: ]es:


  [image: ]


  Usando las primeras dos de las tres ecuaciones anteriores, el sistema por resolver se convierte en: [image: ], aplicando el método de determinantes se tiene:


  [image: ];[image: ]


  Comprobando en la tercera ecuación se tiene:[image: ]


  [image: simboloporlotanto]el ortocentro se ubica en [image: ].


  VI.7 APLICACIONES


  En casi todas las ciencias exactas y en las sociales existen innumerables aplicaciones de las ecuaciones lineales y su representación gráfica.


  En la vida cotidiana de forma recurrente también se aplica indirectamente la idea de recta.


  Entre algunas de sus aplicaciones se pueden citar:


  1. La medición de la temperatura en México y en Estados Unidos no es igual, sin embargo, se pueden obtener equivalencias ya que la relación entre grados Celsius [image: ]y Fahrenheit [image: ]es lineal. La fórmula que relaciona a ambas escalas es: [image: ], expresión de la forma,[image: ]


  2. En la construcción de caminos que comunican dos lugares, mientras las condiciones del terreno lo permitan, se trazan sobre líneas rectas.


  3. En economía, algunas funciones de producción, tales como la oferta y la demanda se pueden modelar por rectas. Normalmente la oferta se representa como: [image: ], y la demanda es del tipo: [image: ] donde [image: ]es la cantidad de artículos fabricados, [image: ], el precio y [image: ]son constantes. La intersección de ambas rectas determina el precio del producto.


  4. En hidráulica, para describir la inclinación de los canales, normalmente no tienen pendientes mayores al [image: ].


  5. La depreciación de un producto con respecto al tiempo es lineal, es decir, a medida que pasa el tiempo, el artículo va perdiendo su valor hasta que se amortiza totalmente.


  6. Un rayo láser se desplaza en forma de una recta.


  7. De acuerdo con la mecánica newtoniana, todos los cuerpos caen en forma recta por efecto de la gravedad.


  8. La gran mayoría de las columnas en construcciones utilizan el concepto de paralelismo


  9. En Arquitectura, una cantidad considerable de diseños están basados en rectas.


  10. Las canchas de muchos deportes, tales como básquetbol, voleibol o tenis, están delimitadas por rectas.


  


  VI.8 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Hacer un cuadro sinóptico en el que se clasifique las seis formas de expresar una recta.


  
    	
      Obtener la ecuación de la recta en dadas las siguientes características:

    

  


  2) [image: ]y que pase por el punto [image: ]


  3)[image: ]y que pase por el punto [image: ]


  4) [image: ] y con ordenada al origen igual a siete


  5) [image: ]y con ordenada al origen igual a [image: ]


  6) Que pase por los puntos [image: ]y [image: ]


  7) Que pase por los puntos[image: ]y [image: ]


  8) Que corte a los ejes coordenados en los puntos [image: ] y [image: ]


  9) Que corte a los ejes coordenados en los puntos [image: ] y [image: ]


  
    	
      Graficar las siguientes rectas:

    

  


  10) [image: ]


  11) [image: ]


  12) [image: ]


  
    	
      Determinar si las siguientes rectas son o no paralelas:

    

  


  13) [image: ]y[image: ]


  14) [image: ]y [image: ]


  15) Obtener la ecuación de la recta que sea paralela a [image: ]y que pase por el punto [image: ]


  
    	
      Determinar si las siguientes rectas son o no perpendiculares:

    

  


  16) [image: ]y[image: ]


  17) [image: ]y[image: ]


  18) Obtener la ecuación de la recta que sea perpendicular a [image: ] y que pase por el punto [image: ]


  
    	
      Encontrar el punto de intersección entre las siguientes rectas:

    

  


  19) [image: ]


  20)[image: ]


  
    	
      Encontrar el ángulo que forman las siguientes rectas:

    

  


  21) [image: ]y [image: ]


  22) [image: ]y[image: ]


  
    	
      Determinar la distancia que separa a la recta y el punto dado:

    

  


  23) [image: ]y[image: ]


  24) [image: ]y [image: ]


  
    	
      Obtener el área del triángulo (por ambos métodos) cuyos vértices son:

    

  


  25) [image: ], [image: ]y [image: ]


  26) [image: ], [image: ]y [image: ]


  27) Determinar la ecuación de la recta normal que tiene una distancia del origen es [image: ]y que tiene un ángulo de inclinación de la normal de [image: ]


  28) Transformar la ecuación general de la recta [image: ]a su forma normal.


  29) Explicar con lujo de detalle las rectas y puntos notables del triángulo.


  Sean los vértices de un triángulo: [image: ], [image: ] y [image: ], obtener su:


  30) Baricentro


  31) Circuncentro


  32) Ortocentro


  33) Exponer ocho aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO


  UNIDAD VII


  VII.1 DEFINICIÓN DE CÓNICA


  Dada una recta fija [image: ]y un punto fijo[image: ]no contenido en esa recta, se llama cónica al lugar geométrico de un punto [image: ]que se mueve en el plano, de tal manera que la razón de su distancia de [image: ]a su distancia de [image: ]es siempre igual a una constante positiva.


  La recta [image: ]se llama directriz, el punto [image: ], foco y la constante positiva, excentricidad de la cónica [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  Cuando [image: ], la definición anterior corresponde a una PARÁBOLA


  Cuando [image: ], la definición anterior corresponde a una ELIPSE1


  Cuando [image: ], la definición anterior corresponde a una HIPÉRBOLA


  VII.2 ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO


  La ecuación general de segundo grado en dos variables se define como2


  [image: ]


  y puede representar una cónica del género parábola, elipse o hipérbola, según el indicador:


  [image: ]


  según sea cero, negativo o positivo respectivamente.


  Esto puede resumirse en la siguiente tabla:


  [image: ]


  Ejemplos:


  Determinar la naturaleza de la cónica que representan las ecuaciones siguientes:


  1)[image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ] es una hipérbola


  2)[image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ] es una parábola


  3)[image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ] es una elipse


  4) [image: ]


  Solución.


  [image: ]\ el indicador no se aplica ya que no se trata de una ecuación de segundo grado en dos variables, sino una de primer grado, por lo tanto, es una recta.


  VII.3 TRASLACIÓN Y ROTACIÓN DE EJES COORDENADAS


  Los ejes coordenados fueron concebidos como una herramienta que sirve para poder representar puntos y curvas en un plano. Sin embargo, existen lugares geométricos cuya naturaleza requiere de cambios en los ejes y se necesitan representar mediante una traslación, de una rotación o de una combinación de ambas.


  En la ecuación general de segundo grado [image: ], los términos [image: ]y [image: ]determinan si está o no trasladada la cónica.


  Una traslación implica que el lugar geométrico conserva su misma forma pero de forma paralela a los ejes coordenados, es decir, produce un nuevo conjunto de ejes paralelos a los originales. En ese sentido se cumple que:


  
    	
      Si [image: ]y [image: ]significa que está en cualquier punto del plano

    

  


  
    	
      Si [image: ]significa que está sobre el eje [image: ]

    

  


  
    	
      Si [image: ]significa que está sobre el eje [image: ]

    

  


  
    	
      Si [image: ]significa que está en el origen.

    

  


  En una rotación, la forma del lugar geométrico no se altera, sin embargo, su posición respecto a los ejes coordenados no es paralela. Si en la ecuación general de segundo grado, se cumple que [image: ], se tiene una y [image: ]en donde su origen permanece fijo y ambos giran alrededor de éste un cierto ángulo.


  En este sentido, el término [image: ]implica que la cónica está rotada con respecto a los ejes coordenados. Considerando lo anterior, si [image: ], la cónica es paralela o coincidente a los ejes [image: ]y [image: ].


  Todos los casos posibles se agrupan en la siguiente tabla3


  [image: ]


  Los conceptos de traslación y rotación se pueden mostrar gráficamente así:


  [image: ]


  


  [image: ]


  VII.4 SECCIONES PLANAS DE UN CONO CIRCULAR RECTO


  


  El nombre de secciones cónicas con que se designa a la parábola, elipse e hipérbola tiene su origen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron por primera vez como secciones planas de un cono circular recto.


  Gráficamente, los cortes de los conos son:


  [image: ]


  


  [image: ]


  VII.5 APLICACIONES


  Las cónicas tienen diversas aplicaciones en la vida real. A continuación se presentan ejemplos (algunos de ellos se profundizarán cuando se analicen de forma particular en los capítulos subsecuentes):


  1. En las antenas receptoras que tienen la forma de paraboloide de revolución. Las señales que se emiten de un satélite llegan a la superficie de la antena y se reflejan hacia el punto donde esta localizado el receptor (de ahí el nombre de antenas parabólicas).


  2. Algunas piezas mecánicas que presentan formas pentagonales, hexagonales u octagonales están delimitados a través de una circunferencia o tienen en su base circunferencias concéntricas.


  3. La órbita que sigue un objeto dentro de un campo gravitacional constante es una parábola. Así, la línea que describe cualquier móvil que es lanzado con una cierta velocidad inicial, que no sea vertical, es una parábola4


  4. La primera ley de Kepler sobre el movimiento de los planetas dice que éstos siguen órbitas elípticas, en uno de cuyos focos se encuentra el Sol. Es muy posible que Newton no hubiese podido descubrir su famosa ley de la gravitación universal de no haber conocido ampliamente la geometría de las elipses.


  5. Con base en investigaciones se sabe que las partículas alfa apuntadas hacia el núcleo de un átomo son repelidas y siguen una trayectoria hiperbólica.


  6.Al saber que una cónica es el resultado de cortar una superficie de un cono con un plano, los arquitectos y los ingenieros han desarrollado muchas construcciones que presentan diseños muy novedosos utilizando parábolas e hipérbolas. En las iglesias modernas esto es muy notorio.


  VII.6 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Definir con palabras propias el concepto de cónica.


  2) ¿De dónde toma su nombre la palabra cónica?


  3) ¿Qué es la excentricidad de una cónica? Explicar sus tres casos [image: ]


  4) Dibujar los cónicas a partir del corte de conos.


  5)¿Qué implica la traslación de los ejes coordenados?


  6) ¿Qué implica la rotación de los ejes coordenados?


  7) En la ecuación general de segundo grado: [image: ], ¿qué significa el término [image: ]?


  
    	
      Determinar la naturaleza de la cónica que representan las siguientes ecuaciones:

    

  


  8)[image: ]


  9)[image: ]


  10)[image: ]


  11)[image: ]


  12)[image: ]


  13)[image: ]


  14)[image: ]


  15)[image: ]


  16)[image: ]


  17) Exponer ocho aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  ______________


  1 Una circunferencia es un caso particular de la elipse y sus ecuaciones nunca presentan el término ya que siempre existen dos diámetros paralelos a los ejes coordenados.[regresar]


  2 A,B,C,D,E,Fson coeficientes numéricos; x, yson las variables.[regresar]


  3 En las siguientes cuatro unidades se detallará el estudio de cada una de las cónicas y se demostrará el contenido de la tabla.[regresar]


  4 Esto no es realmente exacto, ya que la gravedad no es constante: depende de la distancia del punto al centro de la Tierra. En realidad la curva que describe el móvil (si se ignora el rozamiento del aire) es una elipse que tiene uno de sus focos en el centro de la Tierra.[regresar]


  CIRCUNFERENCIA


  UNIDAD VIII


  VIII.1 DEFINICIÓN DE CIRCUNFERENCIA


  Una circunferencia se define como el lugar geométrico de los puntos [image: ]que equidistan de un punto fijo en el plano llamado centro. La distancia que existe de cualquiera de sus puntos al centro recibe el nombre de radio.


  Cabe señalar que una circunferencia y un círculo no son sinónimos, ya que un círculo es la porción del plano comprendida y limitada por una circunferencia, es decir, toda su región interior.


  Si el centro de la circunferencia se ubica en el punto de coordenadas [image: ], su gráfica tendrá una forma como la siguiente:


  [image: ]


  Para obtener la ecuación que describe a este lugar geométrico, se aplica la fórmula de distancia entre los puntos [image: ]y [image: ]:


  [image: ]


  Pero por definición, esta distancia es igual al radio [image: ], por lo tanto:


  [image: ]


  elevando al cuadrado:


  [image: ]


  que es la ecuación ordinaria o canónica de la circunferencia con centro en [image: ]y radio [image: ].


  Para el caso especial en que el centro se localiza en el origen, esta ecuación toma la forma:


  [image: ]


  Ejemplos.


  1) Obtener la ecuación de la circunferencia con centro en [image: ]y que tenga radio seis.


  Solución.


  [image: ], aplicando la fórmula:

  [image: ]

  [image: ]


  2) Encontrar la ecuación de la circunferencia con centro en el origen y de radio cuatro.


  Solución.


  Como se trata del caso especial se aplica la fórmula:[image: ], esto es:


  [image: ]


  3) Hallar la ecuación de la circunferencia que sea tangente a las rectas [image: ][image: ]


  Solución.


  Graficando:


  [image: ]


  Se observa que el punto medio de las dos rectas es [image: ], por lo tanto, al estar sobre el eje [image: ], tiene abscisa [image: ], y el centro será [image: ]. El radio es [image: ], por lo que aplicando la fórmula se tiene:


  [image: ]

  [image: ]


  VIII.2 ECUACIÓN GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA


  Sea la ecuación ordinaria:[image: ]


  desarrollando se tiene:[image: ]


  acomodando:[image: ]


  ahora, si se hacen los siguientes cambios de variable: [image: ]


  y si se sustituyen, la ecuación resultante es:


  [image: ]


  expresión conocida como ecuación general de la circunferencia.


  Ejemplo.


  Obtener la ecuación general de la circunferencia con centro en [image: ]y que pase por el punto [image: ].


  Solución.


  Al no tener el radio como dato debe encontrarse mediante la distancia que separa a los puntos. Esa distancia viene dada por: [image: ], considerando a [image: ]como punto uno y al centro como punto dos: [image: ]


  sustituyendo se tiene:


  [image: ]

  [image: ]


  VIII.3 OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN ORDINARIA A PARTIR DE LA ECUACIÓN GENERAL


  Sea la ecuación general: [image: ]


  acomodando convenientemente: [image: ]


  completando los trinomios cuadrados perfectos: [image: ]


  factorizando:[image: ]


  o bien: [image: ]


  efectuando los siguientes cambios de variable:[image: ]


  la ecuación toma la forma: [image: ]


  comparando ambas ecuaciones, el centro se ubica en: [image: ]


  y su radio es: [image: ] [image: ]


  Por lo tanto:


  Si [image: ], la circunferencia es real


  Si [image: ], la circunferencia es un punto


  Si [image: ], la circunferencia es imaginaria (no existe).


  Ejemplos.


  Hallar las coordenadas del centro, encontrar la magnitud del radio y determinar si se trata de una circunferencia real, imaginaria o un punto en las siguientes ecuaciones:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

   [image: ]

  [image: ]


  como[image: ], entonces la circunferencia es real.


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  como [image: ], entonces la circunferencia es imaginaria


  3) [image: ]


  Solución.


  Dividiendo todo entre [image: ]queda: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  como el resultado es cero entonces la circunferencia es el punto de coordenadas: [image: ]


  VIII.4 PROBLEMAS RELATIVOS A LA CIRCUNFERENCIA


  Ejemplos misceláneos.


  1) Obtener la ecuación de la circunferencia con centro en [image: ] y que sea tangente a la recta[image: ]


  Solución.


  Como no se tiene el radio debe encontrarse por medio de la fórmula de distancia de un punto a una recta:


  [image: ]

  [image: ]


  2) Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene como extremos de uno de sus n diámetros a los puntos [image: ]y [image: ]


  Solución.


  Como no se tiene ningún dato directo, para obtener el centro se debe obtener el punto medio entre [image: ]y [image: ]. Por su parte, para obtener el radio se debe encontrar la distancia del centro a cualquiera de los dos puntos:


  [image: ][image: ]


  su radio es: [image: ]


  y la ecuación queda:[image: ]


  [image: image082h]


  3) Encontrar la ecuación de la circunferencia que tenga radio cinco y que tenga el mismo centro que la circunferencia [image: ]


  Solución.


  Dividiendo entre dos la ecuación queda:[image: ]


  [image: ]


  obteniendo su centro:


  [image: ]

  

  [image: ]


  4) ¿Cuáles de los siguientes puntos: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ]pertenecen a la circunferencia[image: ]


  Solución.


  [image: ], así que el centro se encuentra en:[image: ]


  y su radio es: [image: ]


  [image: ]su ecuación es:[image: ]o bien: [image: ]. Sustituyendo:


  el punto [image: ]: [image: ] [image: ][image: ][image: ]a la circunferencia


  el punto [image: ]:[image: ][image: ][image: ][image: ]a la circunferencia


  el punto [image: ]: [image: ] [image: ][image: ][image: ]a la circunferencia


  el punto [image: ]: [image: ] [image: ][image: ][image: ]a la circunferencia


  el punto [image: ]: [image: ] [image: ][image: ][image: ]a la circunferencia


  5) Obtener la ecuación de la circunferencia que pase por los puntos:[image: ], [image: ] y [image: ]


  Solución.


  Como los tres puntos pertenecen a la circunferencia, satisfacen la ecuación general, por tanto:


  sustituyendo el punto [image: ]:[image: ]


  sustituyendo el punto[image: ]: [image: ]


  sustituyendo el punto [image: ]: [image: ]


  acomodando queda:[image: ]


  Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de determinantes:


  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]


  comprobación: [image: ]


  por lo tanto, sustituyendo en la ecuación general los valores de [image: ][image: ]y [image: ]se obtiene la ecuación buscada:[image: ]


  obteniendo su centro:


  [image: ]


  su radio es:


  [image: ]


  Nótese como los puntos son los vértices de un triángulo, cuyo circuncentro es el centro de la circunferencia.


  VIII.5 ELEMENTOS DE UNA CIRCUNFERENCIA


  Los ocho elementos básicos de una circunferencia son los siguientes:


  [image: ]


  Centro (C). Es el punto fijo en el plano sobre el que gira un punto que genera la circunferencia.


  Radio(r). Es el segmento de recta que existe del centro a cualquier punto de la circunferencia.


  Diámetro(d). Es el segmento de recta entre dos puntos de la circunferencia que pasa por el centro.


  Tangente(t). Es la recta que sólo toca a un punto de la circunferencia.


  Cuerda(c). Es un segmento de recta une dos puntos de la circunferencia.


  Arco(a). Es una parte o subconjunto de la circunferencia, limitada por dos puntos de ella.


  Secante(s). Es la recta que cruza a una circunferencia en dos puntos.


  Normal(n). Es la recta que es perpendicular a la tangente de una circunferencia.


  Por su parte, los ángulos relacionados a una circunferencia son seis:


  Central.- Es el ángulo que tiene su vértice en el centro de la circunferencia.


  Inscrito.- Es el ángulo que tiene el vértice en la circunferencia y sus lados la cortan.


  Semiinscrito.- Es el ángulo formado cuando su vértice está en la circunferencia, siendo un lado secante y el otro tangente a ella.


  Interior.- Es el ángulo que tiene el vértice en el contorno delimitado por la circunferencia pero no en su centro.


  Exterior.- Es el ángulo formado cuando su vértice no está en la circunferencia ni en el contorno delimitado por ella


  Circunscrito.- Es el ángulo formado cuando su vértice está en la circunferencia, siendo los dos lados tangente a ella.


  [image: ]


  VIII.6 POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCIAS


  Dependiendo de la distancia a que se encuentren y de sus radios, dos circunferencias, cuyos centros se encuentran a una distancia d pueden ser:


  
    	
      Exteriores, si d es mayor que la suma de sus radios

    

  


  
    	
      Tangentes exterior, si d es igual a la suma de sus radios

    

  


  
    	
      Secantes, si d es menor que la suma de los radios pero mayor que su diferencia

    

  


  
    	
      Tangentes interiores, si d es igual a la diferencia de los radios

    

  


  
    	
      Interiores si d es menor que la diferencia de los radios y mayor que cero

    

  


  
    	
      Concéntricas, si d es cero.

    

  


  [image: ]


  Dos de los cuatro puntos notables de un triángulo definidos en el capítulo IV son el incentro y el circuncentro:


  
    	
      El incentro es el punto de intersección de las bisectrices (una bisectriz es un recta que divide a un ángulo en dos partes iguales).

    

  


  
    	
      El circuncentro es el punto de intersección de las mediatrices (una mediatriz es la recta perpendicular de un segmento en su punto medio).

    

  


  Estos puntos tienen relación directa con la circunferencia. El incentro es el centro de la circunferencia que es tangente interior a los lados del triángulo. Por su parte el circuncentro es centro de la circunferencia que contiene los tres vértices del triángulo.


  [image: ]


  VIII.7 APLICACIONES


  La circunferencia se aplica en todo aquello relacionado con movimiento rotativo, por ejemplo:


  1. El movimiento circular. Es aquél cuya trayectoria de un punto siempre posee la misma distancia a su centro. Tal es el caso de un reproductor de discos compactos o de DVD, el plato de un horno de microondas, los generadores, etc. El movimiento circular puede ser: uniforme, si la velocidad angular es constante, o bien acelerado si la aceleración angular es diferente de cero. En el primer caso se puede incluir aquellos mecanismos de proceso continuo (como la fabricación de papel) y en el segundo caso se puede incluir el comportamiento de los neumáticos de un automóvil o el motor de una lavadora).


  2. La circunferencia también se utiliza en construcciones, tales como en puertas, cúpulas, y columnas. La trayectoria de algunos satélites describen órbitas circulares, así como el comportamiento de la luz de un faro.


  3. Algunas piezas mecánicas presentan formas circulares, tales como rondanas, cabezas de tornillos, el filo de un orificio creado por la broca de un taladro, las aspas de un ventilador, y en general, todo aquello que gira por medio de motores.


  4. Algunos fenómenos naturales, tales como el arco iris o la sombra de la luna en la Tierra en un eclipse total de Sol, están también determinados por circunferencias


  VIII.8 EJERCICIOS PROPUESTOS


  
    	
      Hallar la ecuación general de la circunferencia en los siguientes casos:

    

  


  1) De centro en el origen y de radio cuatro


  2) De centro [image: ]y de radio seis


  3) De radio nueve que esté en el cuarto cuadrante y que sea tangente a ambos ejes coordenados.


  4) De centro [image: ]y que pasa por el punto [image: ]


  
    	
      De las siguientes ecuaciones de la circunferencia, obtener su centro, su radio y determinar si es real, imaginaria o un punto.

    

  


  5) [image: ]


  6) [image: ]


  7) [image: ]


  8) [image: ]


  9) [image: ]


  10) Obtener la ecuación general de la circunferencia que tiene como extremos de uno de sus diámetros a los puntos [image: ], [image: ]


  11) ¿Cuáles de los siguientes puntos [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]pertenecen a la circunferencia de centro en [image: ]y radio cinco.


  12) Hallar la ecuación general de la circunferencia que posea radio 6 y que tenga el mismo centro que la circunferencia [image: ]


  13) Encontrar la ecuación general de la circunferencia que pasa por los puntos [image: ], [image: ]y [image: ].


  14) Obtener la ecuación general de la circunferencia con centro en [image: ]y que sea tangente a la recta [image: ]


  15) Exponer los ocho elementos de la circunferencia.


  16) Clasificar los ángulos relacionados con una circunferencia.


  17) Explicar las posiciones relativas entre dos circunferencias.


  18) ¿Qué son y cómo se obtienen el incentro y el circuncentro?


  19) Encontrar los puntos de intersección de la circunferencia [image: ]y la recta [image: ]. (sugerencia: despejar [image: ]de la recta, después se sustituye en la circunferencia, se resuelve para [image: ], finalmente se sustituye [image: ]en la ecuación despejada para [image: ]).


  20) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  PARÁBOLA


  UNIDAD IX


  IX.1 DEFINICIÓN DE PARÁBOLA


  La parábola se define como el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto fijo en el plano llamado foco y de una recta también fija en el plano llamada directriz. El punto medio entre el foco y la directriz se llama vértice. La distancia del vértice al foco o de del vértice a la directriz se le denota mediante la letra [image: ]. La siguiente figura muestra a una parábola que es paralela al eje[image: ]y que se abre a la derecha:


  [image: ]


  La distancia que existe de cualquier punto [image: ] que pertenezca a la parábola al foco es:


  [image: ]


  Por su parte, la distancia que existe de cualquier punto [image: ]que pertenezca a la parábola a la directriz es:


  
    [image: ]

    Ahora, por definición:[image: ]


    sustituyendo queda:


    [image: ]


    ahora, elevando al cuadrado se tiene:
[image: ]

    desarrollando:
[image: ]

    eliminando términos queda:
[image: ]

    o bien:
[image: ]

    que es igual a:


    [image: ]


    ecuación conocida como ecuación ordinaria o canónica de la parábola con vértice en el origen.


    A la recta que pasa por el vértice y el foco se le conoce como eje de la parábola [image: ].


    Cabe señalar que en una parábola la excentricidad siempre es uno porque la distancia que hay del vértice al foco es igual a la que hay del vértice a la directriz.


    Similarmente, si el eje de la parábola también es el eje [image: ], pero se abre para la izquierda entonces el foco se ubica en [image: ]y la directriz tiene ecuación [image: ], gráficamente esto es:


    [image: ]


    Haciendo un análisis similar al anterior se obtiene que su ecuación canónica es:


    [image: ]


    Se conoce como lado recto [image: ]de cualquier parábola a la longitud de una recta perpendicular al [image: ]y que pasa por su foco y que incluye a la parábola en ambos extremos.


    [image: ]


    Sustituyendo [image: ]en la ecuación se tiene: [image: ], por lo tanto cada ordenada tiene un longitud de [image: ], eso significa que el lado recto se calcula como:


    [image: ]


    Por otra parte, si el eje de la parábola es el eje [image: ], se tienen dos casos:


    Si se abre hacia arriba se tiene que el foco se ubica en [image: ]y su directriz es: [image: ], tal y como se muestra en la figura:


    [image: ]


    Su ecuación ordinaria es:


    [image: ]


    Si se abre hacia abajo con foco en [image: ]y directriz en [image: ],se tiene:


    [image: ]


    Su ecuación ordinaria es:


    [image: ]


    Ejemplos.


    Hallar las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz y la longitud del lado recto de las siguientes parábolas:


    1) [image: ]


    Solución.
[image: ]. [image: ]. Signo (+), por lo que se abre hacia la derecha.

    El foco se ubica en [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    2) [image: ]


    Solución.
[image: ].[image: ]. Signo (-), por lo que se abre hacia la izquierda. El foco se ubica en [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]

    3) [image: ]


    Solución.
[image: ]. [image: ]. Signo (+), por lo que se abre hacia arriba. El foco se ubica en [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]

    4) [image: ]


    Solución.
[image: ]. [image: ]. Signo (-), por lo que se abre hacia abajo. El foco se ubica en [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]

    5) Hallar la ecuación de la parábola cuyo foco se ubica en [image: ]y vértice en el origen.


    Solución.
[image: ]. [image: ][image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ].Como el signo es (+) se abre hacia la derecha. El lado recto es: [image: ]

    6) Hallar la ecuación de la parábola cuya ecuación de su directriz es [image: ]y vértice en el origen.


    Solución.
[image: ]. [image: ][image: ]. El foco se ubica en [image: ]. Como el signo es (-) se abre hacia abajo. El lado recto es: [image: ]

    IX.2 TRASLACIÓN DE EJES COORDENADOS


    Si el vértice de la parábola con [image: ]en [image: ]se ubica en [image: ] y si se abre a la derecha, entonces se ha desplazado [image: ]unidades con respecto al eje [image: ]y [image: ]unidades con respecto al eje [image: ]. Esto se muestra en la siguiente figura:


    [image: ]


    La parábola sobre los ejes [image: ]y [image: ]tendría como ecuación: [image: ]


    pero de la figura se aprecia que:
[image: ]

    o sea:
[image: ]

    por lo tanto si se sustituye en la ecuación con los ejes trasladados se tiene:


    [image: ]


    que es la ecuación trasladada de la parábola con vértice en [image: ]con [image: ]


    El vértice en este caso está en: [image: ]


    El foco se ubica en: [image: ]


    La ecuación de la directriz es:[image: ]


    Similarmente, si el vértice de la parábola se ubica en [image: ]con [image: ], pero si se abre a la izquierda, se tiene ahora la siguiente traslación:


    [image: ]


    en este caso la ecuación de la parábola trasladada es:


    [image: ]


    El vértice está en: [image: ]


    El foco se ubica en: [image: ]


    La ecuación de la directriz es: [image: ]


    Cuando el eje de la parábola es el eje [image: ], también se tienen dos casos en traslación:


    Si se abre hacia arriba:


    [image: ]


    en este caso la ecuación de la parábola es:


    [image: ]


    El vértice está en:[image: ]


    El foco se ubica en: [image: ]


    La ecuación de la directriz es: [image: ]


    Si se abre hacia abajo:


    [image: ]


    aquí, la ecuación de la parábola es:


    [image: ]


    El vértice está en: [image: ]


    El foco se ubica en:[image: ]


    La ecuación de la directriz es: [image: ]


    Para los cuatro casos, la excentricidad siempre es uno y el lado recto de una parábola siempre se calcula igual.


    Ejemplos.


    En las siguientes parábolas hallar las coordenadas del vértice, del foco, la ecuación de la directriz, la longitud del lado recto, el eje de la parábola y determinar para donde se abren:


    1) [image: ]


    Solución.
[image: ].[image: ]. [image: ]. El signo es (+), por lo que se abre hacia la derecha.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    2)[image: ]


    Solución.
[image: ]. [image: ]. [image: ]. El signo es (-), por lo que se abre hacia la izquierda.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    3)[image: ]


    >Solución.
[image: ]. [image: ]. [image: ]. El signo es (+), por lo que se abre hacia arriba.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    4) [image: ]


    Solución.
[image: ].[image: ]. [image: ]>. El signo es (-), por lo que se abre hacia abajo.

    El foco está en:[image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    IX.3 ECUACIÓN GENERAL DE LA PARÁBOLA


    Partiendo de la ecuación canónica trasladada de la parábola con[image: ]:
[image: ]

    si se desarrolla se tiene:
[image: ]

    acomodando términos:
[image: ]

    si se efectúan los siguientes cambios de variable:
[image: ]

    la ecuación queda como:


    [image: ]


    que es la ecuación general de la parábola con [image: ]


    De forma similar si se toma como base para el análisis la ecuación trasladada con [image: ]: [image: ], se obtendrá:


    [image: ]


    que es la ecuación general de la parábola con [image: ].


    Nótese como el término [image: ]no existe en la primera ecuación y como [image: ]no aparece en la segunda. Esto se debe a que siempre el eje de la parábola es aquel que no posee el término cuadrático.


    Ejemplos.


    Obtener la ecuación general de la parábola en los siguientes casos:


    1) Si tiene su vértice en [image: ]y foco en [image: ]


    Solución.


    Como las ordenadas no cambian, el [image: ], y se abre a la derecha, entonces: [image: ]
[image: ]

    2) Si tiene su vértice en [image: ]y directriz [image: ].


    Solución.


    Al tener directriz arriba del vértice, [image: ], y se abre hacia abajo
[image: ]

    [image: ]

    3) Si tiene su vértice en [image: ], pasa por el punto [image: ]y tiene [image: ]:


    Solución.


    Al tener [image: ], se aplica la ecuación: [image: ]


    ahora, sustituyendo el punto [image: ]y el vértice [image: ]para despejar [image: ] se tiene:
[image: ]

    Aplicando de nuevo esta ecuación, se tiene:
[image: ]

    [image: ]

    IX.4 DETERMINACIÓN DE LAS CARACTERÍSTICAS DE LA PARÁBOLA A PARTIR DE SU ECUACIÓN GENERAL


    En la ecuación general de segundo grado:


    [image: ]


    generalmente se describe a una parábola si alguno de los términos [image: ]o [image: ]son igual a cero (pero no simultáneamente). Si [image: ], el [image: ]es el eje [image: ], por su parte si [image: ], el [image: ]es el eje [image: ].


    Para conocer todas las características de una parábola a partir de su ecuación general se procede a factorizar una vez que se completan los trinomios cuadrados perfectos (TCP), a fin de obtener la ecuación ordinaria.


    Ejemplos.


    Dadas las siguientes ecuaciones de parábolas, encontrar todas sus características:


    1) [image: ]


    Solución.


    Acomodando convenientemente:
[image: ]

    completando el TCP:
[image: ]

    factorizando el TCP:
[image: ]

    ecuación que comparada con: [image: ]se tiene que:
[image: ] [image: ]. [image: ]. El signo es (-), por lo que se abre hacia la izquierda.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    2) [image: ]


    Solución.


    Acomodando convenientemente:
[image: ]

    completando el TCP:
[image: ]

    factorizando el TCP:


    [image: ]


    ecuación que comparada con: [image: ], se tiene que:
[image: ].[image: ]. [image: ]. El signo es (+), por lo que se abre hacia la derecha.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    3) [image: ]


    >Solución.


    >Acomodando convenientemente:
[image: ]

    completando el TCP:
[image: ]

    factorizando el TCP:
[image: ]

    ecuación que comparada con: [image: ]se tiene que:
[image: ]. [image: ]. >[image: ]. El signo es (+), por lo que se abre hacia arriba.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    4) [image: ]


    Solución.


    Dividiendo todo por tres y acomodando para convenientemente:
[image: ]

    completando el TCP:
[image: ]

    factorizando el TCP:
[image: ]

    ecuación que comparada con: [image: ]se tiene que:
[image: ].[image: ]. [image: ]. El signo es (-), por lo que se abre hacia abajo.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    5) [image: ]


    Solución.


    Acomodando para y se tiene:
[image: ]

    completando el TCP:
[image: ]

    factorizando el TCP:
[image: ]

    ecuación que comparada con: [image: ]se tiene que:
[image: ]. [image: ]. [image: ]. El signo es (+), por lo que se abre hacia la derecha.

    El foco está en: [image: ]. La ecuación de la directriz es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


    IX.5 CASO DEGENERADO DE LA PARÁBOLA


    Si en la ecuación general de la parábola [image: ], el término [image: ]es igual a cero, entonces la ecuación resultante [image: ]no describe a una parábola, sino a un par de rectas paralelas o coincidentes al eje [image: ]que surgen de la solución de la ecuación de segundo grado.


    Gráficamente esto es:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Determinar las características de la siguiente ecuación: [image: ]


    Solución.


    Al faltar el término [image: ], se trata de un caso degenerado de la parábola. Aplicando la fórmula general (aunque también puede resolverse por factorización):
[image: ]

    [image: ]; [image: ]

    Por su parte, si en la ecuación general de la parábola [image: ], el término [image: ]es igual a cero, entonces la ecuación resultante[image: ]no describe a una parábola, sino a un par de rectas paralelas o coincidentes al eje [image: ]que surgen de la solución de la ecuación de segundo grado. Gráficamente esto es:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Determinar las características de la siguiente ecuación: [image: ]


    Solución.


    Al faltar el término [image: ], se trata de un caso degenerado de la parábola. Aplicando la fórmula general:
[image: ]

    [image: ]; [image: ]

    IX.6 APLICACIONES


    La parábola posee diversas aplicaciones físicas muy interesantes, en la que destaca su propiedad de reflexión: Si en un objeto de forma parabólica se hace incidir una señal (en general una onda electromagnética) que proviene de su foco se refleja en él siguiendo una línea paralela a su eje. En la realidad, estos objetos reciben el nombre de paraboloides, los cuales giran alrededor de sus ejes.


    De manera inversa, si en un objeto de forma parabólica se hace incidir una señal de forma paralela a su eje, se refleja de forma tal que se concentra en su foco.


    Considerando esta propiedad de reflexión de la de la parábola, existen muchas aplicaciones útiles, en las que sobresalen:


    
      	
        En el diseño de espejos reductores o amplificadores.

      

    


    
      	
        En las antenas que reciben señales vía satélite.

      

    


    
      	
        En los reflectores y lámparas.

      

    


    
      	
        En telescopios (los rayos paralelos provenientes de una estrella lejana que entran son enfocados hacia un solo punto).

      

    


    
      	
        El diseño de faros buscadores (la fuente de luz se coloca en el foco).

      

    


    
      	
        En bóvedas (es famosa la de los murmullos, en que se puede escuchar la voz con mucha nitidez en cualquier lugar independientemente de la amplitud y posición de quien la origina)

      

    


    
      	
        El sonido y las ondas electromagnéticas obedecen las mismas leyes de la reflexión de la luz, por lo que se usan micrófonos parabólicos para recoger y concentrar sonidos que provienen de diversos puntos.

      

    


    En el campo de la cinemática, la parábola también es aplicable ya que cuando se lanza un proyectil de forma no vertical al aire, describe una trayectoria de tipo parabólico. A este concepto famoso en Física se le conoce como tiro parabólico y de acuerdo con sus ecuaciones se puede conocer la velocidad a la que llega, la altura máxima que alcanza y el tiempo que tarda todo en su recorrido.


    En Ingeniería Civil y en Arquitectura, también tiene aplicaciones la parábola, siendo las más conocidas:


    
      	
        El cable de suspensión de un puente uniformemente cargado toma la forma de una parábola.

      

    


    
      	
        En construcciones modernas, muchos techos son paraboloides

      

    


    
      	
        El diseño parabólico de puentes de arco.

      

    


    
      	
        En aerodinámica e hidrodinámica: las alas, quillas1 y timones.

      

    


    IX.7 EJERCICIOS PROPUESTOS


    
      	
        Hallar las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz y la longitud del lado recto de las siguientes parábolas:

      

    


    1) [image: ]


    2) [image: ]


    3)[image: ]


    4)[image: ]


    
      	
        Determinar la ecuación de la parábola y todas sus características si:

      

    


    5) [image: ]


    6) [image: ]


    7) [image: ]


    8) [image: ]


    
      	
        Obtener las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz y la longitud del lado recto de las siguientes parábolas:

      

    


    9) [image: ]


    10) [image: ]


    11) [image: ]


    12) [image: ]


    
      	
        Hallar la ecuación general de la parábola y sus características si:

      

    


    13) [image: ] y [image: ]


    14) [image: ]y [image: ]


    15) [image: ]y directriz[image: ]


    16) [image: ]y directriz: [image: ]


    
      	
        Encontrar la ecuación general de la parábola y sus características si:

      

    


    17) [image: ], [image: ], y que pase por el punto [image: ]


    18) [image: ], [image: ], y que pase por el punto [image: ]


    
      	
        Dadas las siguientes ecuaciones de parábolas, encontrar todas sus características:

      

    


    19) [image: ]


    20) [image: ]


    21) [image: ]


    22) [image: ]


    
      	
        Determinar las naturaleza de las siguientes ecuaciones:

      

    


    23) [image: ]


    24) [image: ]


    25) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


    _______________________


    1 Quilla es la pieza longitudinal que va de proa a popa, formando el canto o arista inferior del casco, y que constituye el eje del barco y la base del armazón.[regresar]

  


  ELIPSE


  UNIDAD X


  X.1 DEFINICIÓN DE ELIPSE


  Una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos [image: ]del plano, tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos en el plano es constante. Los puntos fijos [image: ]y [image: ]se llaman focos. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Con relación a la figura, el segmento de recta [image: ]que pasa por los focos es el eje mayor. La mediatriz [image: ]del eje mayor es el eje menor. Cada extremo del eje mayor [image: ]y [image: ]se llama vértice. El punto medio del segmento [image: ]se llama centro de la elipse. La distancia del centro a cada vértice se llama semieje mayor y la distancia del centro a cada extremo del eje menor se conoce como semieje menor.


  Para dibujar una elipse lo que se necesita es una cuerda, dos alfileres y un lápiz. Se colocan los dos alfileres en una hoja de papel (éstos son los focos de la elipse). Se toma un pedazo de cuerda mayor que la distancia entre los dos alfileres (ésta representa la constante de la definición) y se sujetan sus extremos a cada alfiler. Finalmente, se pone la punta del lápiz bajo la cuerda y se mueve hacia un mismo lado. La figura resultante es (por definición) una elipse. Se obtienen diferentes formas de elipses según la ubicación de los alfileres y la longitud de la cuerda que los une.


  X.2 ECUACIÓN ORDINARIA DE LA ELIPSE HORIZONTAL CON CENTRO EN EL ORIGEN


  A partir de la definición de la elipse y de la expresión para calcular la distancia entre dos puntos, se puede deducir la ecuación de una elipse en un sistema de coordenadas rectangulares.


  Si los vértices se ubican en las coordenadas [image: ]y [image: ], los focos están en [image: ]y [image: ], el eje mayor de la elipse es coincidente al eje [image: ], y si su centro se ubica en el origen, tiene la siguiente forma:


  [image: ]


  Si el punto [image: ]está en cualquiera de los vértices, la suma de distancias [image: ]da como resultado [image: ], por lo que la suma constante se establece en [image: ].


  El punto [image: ]pertenecerá a la elipse si y sólo si:[image: ]por lo tanto:


  [image: ]


  que equivale a:


  [image: ]


  elevando ambos miembros al cuadrado:


  [image: ]


  desarrollando:


  [image: ]

  

  [image: ]


  eliminando términos iguales:


  [image: ]


  que equivale a:


  [image: ]


  dividiendo todo por [image: ]:


  [image: ]


  elevando nuevamente al cuadrado ambos miembros:


  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]


  reduciendo términos semejantes:


  [image: ]


  acomodando convenientemente:


  [image: ]


  factorizando [image: ]en el primer miembro y [image: ]en el segundo miembro:


  [image: ]


  si se denota como [image: ]a la expresión [image: ]y se sustituye se tiene:


  [image: ]


  dividiendo por a2b2 toda la expresión:


  [image: ]


  finalmente queda como:


  [image: ]


  ecuación conocida como ecuación ordinaria o canónica de la elipse horizontal con centro en el origen, de semieje mayor [image: ]y de semieje menor [image: ].


  X.3 LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA ELIPSE HORIZONTAL


  Para cualquier elipse, los segmentos perpendiculares al eje mayor que pasan por sus focos de la elipse con extremos sobre la curva se denominan lados rectos [image: ].


  Gráficamente es:


  [image: ]


  Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto, que pasa por el foco [image: ], se sustituye el valor de [image: ]>por [image: ]en la ecuación despejada para [image: ]:


  [image: ]


  pero como [image: ], se tiene:


  [image: ]


  por lo cual, las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ]del lado recto asociado a [image: ]son:


  [image: ] y [image: ]


  Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco [image: ], el procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos [image: ]y [image: ]son simétricos a los puntos [image: ]y [image: ]con respecto al eje [image: ], con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ]del lado recto asociado a [image: ]son:


  [image: ] y [image: ]


  La longitud, medida en unidades lineales [image: ], de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus ordenadas. Por lo tanto:


  
    [image: ].
  


  X.4 EXCENTRICIDAD DE UNA ELIPSE


  Para cualquier elipse, a la relación que existe entre [image: ]y [image: ], se le conoce como excentricidad de una elipse y se denota con la letra [image: ]:


  [image: ]


  La excentricidad indica el grado de achatamiento que posea. Nótese como siempre se cumple que [image: ]. Esto se explica de la siguiente manera: si [image: ]se mantiene constante y el valor de [image: ]se hace muy pequeño, el cociente tiende a cero, entonces la elipse tiende a una redondez debido a que la distancia interfocal es muy corta. Por el contrario, si [image: ]se sigue manteniendo constante pero [image: ]se hace muy grande, el cociente tiende a uno y la elipse toma una forma muy achatada. Gráficamente, esto se observa en las siguientes figuras:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Calcular las longitudes de los semiejes mayor y menor, las coordenadas de los vértices, focos, extremos del eje menor, la longitud del lado recto y la excentricidad de la siguiente elipse: [image: ]


  Solución.


  Dividiendo toda la ecuación entre [image: ]:


  [image: ] [image: ].


  por lo tanto:


  [image: ]y [image: ], [image: ]y [image: ]


  por otra parte, [image: ]


  los focos se ubican en:


  [image: ] y [image: ].


  La excentricidad es: [image: ]. La longitud del lado recto es: [image: ]


  Ejemplo.


  Obtener la ecuación de la elipse y sus características si se sabe que un extremo del eje menor está en [image: ]y un foco en [image: ].


  Solución.


  De los datos se deduce que: [image: ]y [image: ]<</p>


  Obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  así que la ecuación buscada es:


  [image: ]


  Los vértices se ubican en: [image: ]y [image: ]


  El otro foco está en: [image: ].


  La excentricidad es: [image: ]. La longitud del lado recto es: [image: ]


  X.5 ECUACIÓN ORDINARIA DE LA ELIPSE VERTICAL CON CENTRO EN EL ORIGEN


  El procedimiento para obtener la ecuación de la elipse vertical es muy similar al que se hizo con la elipse horizontal.


  En este caso, los vértices y focos están sobre el eje [image: ]en las coordenadas [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ], respectivamente, y aplicando la expresión de distancia entre dos puntos se tiene que:


  [image: ]


  que equivale a:


  [image: ]


  después de desarrollar, eliminar radicales y simplificar, se llega a:


  [image: ]


  ecuación conocida como ecuación ordinaria o canónica de la elipse vertical con centro en el origen, [image: ]y de semieje menor [image: ].


  La elipse en este caso tendría la siguiente forma:


  [image: ]


  X.6 LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA ELIPSE VERTICAL


  Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto de una elipse vertical, que pasa por el foco [image: ], se sustituye el valor de [image: ]por [image: ]en la ecuación despejada para [image: ]:


  [image: ]


  pero como [image: ], se tiene:


  [image: ]


  por lo cual, las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ]del lado recto asociado a [image: ]son:


  [image: ] y [image: ]


  Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco [image: ], el procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos [image: ]y [image: ]son simétricos a los puntos y [image: ]con respecto al eje [image: ], con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ] del lado recto asociado a [image: ]son:


  [image: ] y[image: ]


  [image: ]


  La longitud, medida en unidades lineales [image: ], de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus abscisas. Por lo tanto:


  
    [image: ].
  


  Ejemplo.


  Obtener todas las características de la elipse vertical con centro en el origen, que tenga un vértice en [image: ] y excentricidad [image: ].


  Solución:


  Del vértice se deduce que [image: ], por tanto:


  [image: ]


  por otra parte se sabe que:


  [image: ]


  por lo tanto el otro vértice se ubica en:[image: ]


  las coordenadas de los extremos del eje mayor son: [image: ], [image: ]


  los focos se ubican en [image: ] y [image: ]


  La longitud del lado recto es: [image: ]


  Ejemplo.


  Obtener la ecuación de la elipse y sus características si se sabe que un vértice está en [image: ]y posee [image: ]


  Solución.


  De los datos se deduce que [image: ] y que:


  [image: ]


  por lo tanto:


  [image: ]


  así que la ecuación buscada es:


  [image: ]


  por lo tanto el otro vértice se ubica en: [image: ]


  Los focos se ubican en: [image: ]y [image: ]


  La excentricidad es: [image: ].


  X.7 ECUACIÓN DE LA ELIPSE HORIZONTAL CUANDO SU CENTRO ES CUALQUIER PUNTO DEL PLANO


  Si el centro de la elipse horizontal es el punto [image: ], que es el origen del sistema coordenado [image: ], su ecuación ordinaria viene dada por:


  [image: ]


  pero teniendo en cuenta las fórmulas de traslación:


  [image: ] y[image: ]


  y sustituyendo en la ecuación anterior se tiene que:


  [image: ]


  que es la ecuación ordinaria de la elipse horizontal con centro en [image: ], de semieje mayor [image: ] y de semieje menor [image: ].


  La siguiente figura muestra este caso:


  [image: ]


  De la figura se puede apreciar que los vértices están en: [image: ]y [image: ], los extremos del eje menor están en: [image: ]y [image: ], por su parte, los focos se ubican en [image: ]y [image: ]. La longitud del lado recto sigue siendo [image: ], y los extremos de los lados rectos son: [image: ].


  Ejemplo.


  Encontrar todos los elementos de la elipse cuya ecuación es: [image: ].


  Solución.


  De la ecuación se aprecia que [image: ]y [image: ]por lo que el centro se ubica en [image: ]y que [image: ].


  los vértices se ubican en: [image: ]y [image: ]que equivale a [image: ]y [image: ]


  Obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  los focos están en: [image: ] y [image: ]


  la excentricidad es: [image: ]y la longitud del lado recto es: [image: ]


  


  X.8 ECUACIÓN DE LA ELIPSE VERTICAL CUANDO SU CENTRO ES CUALQUIER PUNTO DEL PLANO


  Si el centro de la elipse vertical es el punto [image: ], que es el origen del sistema coordenado [image: ], su ecuación ordinaria viene dada por:


  [image: ]


  pero teniendo en cuenta las fórmulas de traslación:


  [image: ] y[image: ]


  y sustituyendo en la ecuación anterior se tiene que:


  [image: ]


  que es la ecuación ordinaria de la elipse vertical con centro en [image: ], de semieje mayor[image: ]y de semieje menor [image: ].


  La siguiente figura muestra este caso:


  [image: ]


  De la figura se puede apreciar que los vértices están en: [image: ]y [image: ], los extremos del eje menor están en: [image: ]y [image: ], por su parte, los focos se ubican en [image: ]y [image: ]. La longitud del lado recto sigue siendo [image: ], y los extremos de los lados rectos son: [image: ].


  Ejemplo.


  Encontrar la ecuación de la elipse cuyos vértices son: [image: ]y [image: ]y que tiene excentricidad [image: ].


  Solución.


  Como las abscisas de los vértices no cambian, se trata de una elipse vertical. El centro se ubica en [image: ], esto es: [image: ]


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  de la ecuación de la excentricidad, se despeja [image: ]:


  [image: ].

  [image: ]


  por tanto, la ecuación es: [image: ]


  X.9 ECUACIÓN GENERAL DE LA ELIPSE HORIZONTAL


  Sea la ecuación ordinaria trasladada de la elipse horizontal:


  [image: ]


  desarrollando se tiene:


  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  acomodando:


  [image: ]


  realizando los siguientes cambios de variable:


  [image: ]


  la expresión queda como:


  [image: ]


  que es la ecuación general de la elipse horizontal. [image: ], pero del mismo signo.


  Ejemplo.


  Obtener la ecuación general de la elipse con vértices en [image: ]y [image: ]y que pase por el punto [image: ].


  Solución.


  Como las ordenadas no cambian, se trata de una elipse horizontal con centro en:


  [image: ]


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  sustituyendo el punto [image: ] en la ecuación ordinaria trasladada queda:


  [image: ]


  la ecuación ordinaria es


  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  acomodando se llega a la ecuación general pedida:


  [image: ]


  X.10 ECUACIÓN GENERAL DE LA ELIPSE VERTICAL


  Sea la ecuación ordinaria trasladada de la elipse vertical


  [image: ]


  desarrollando se tiene:


  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  acomodando:


  [image: ]


  realizando los siguientes cambios de variable:


  [image: ]


  la expresión queda como:


  [image: ]


  que es la ecuación general de la elipse vertical. [image: ], pero del mismo signo.


  Ejemplo.


  Obtener la ecuación general de la elipse con focos en [image: ]y [image: ]y con excentricidad [image: ]


  Solución.


  Al no cambiar las abscisas de los focos, se trata de una elipse vertical con centro en:


  [image: ]


  Obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  de la expresión de la excentricidad, se despeja [image: ]:


  [image: ]


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  acomodando se llega a la ecuación general pedida:


  [image: ]


  X.11 CARACTERÍSTICAS DE LA ELIPSE A PARTIR DE SU ECUACIÓN GENERAL


  Sea la ecuación general de la elipse:


  [image: ]


  acomodando convenientemente:


  [image: ]


  tomando a [image: ] como factor común a los primeros dos términos y a [image: ]como a los dos siguientes:


  [image: ]


  completando los trinomios cuadrados perfectos:


  [image: ]


  factorizando los trinomios:


  [image: ]

  [image: ]


  si se hace el cambio de variable:


  [image: ]


  la ecuación toma la forma:


  [image: ]


  dividiendo todo entre [image: ], si [image: ]:


  [image: ]


  esto equivale a:


  [image: ]


  que es una ecuación de la forma:


  [image: ] si [image: ]


  o de la forma:


  [image: ] si[image: ].


  en ambos casos se aprecia que:


  [image: ] y [image: ]


  lo implica que el centro se ubica en:


  [image: ]


  Por lo tanto:


  Si [image: ]la elipse es real en cualquiera de sus dos versiones


  Si [image: ]la ecuación es un punto de coordenadas [image: ]


  Si [image: ]no hay gráfica posible.


  Ejemplos.


  Determinar si la gráfica de las siguientes ecuaciones corresponde a una elipse, un punto o si no hay gráfica alguna. De existir la elipse, obtener su ecuación ordinaria, las coordenadas de su centro, sus vértices y focos; las longitudes de sus lados rectos, su excentricidad y trazar su gráfica.


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  el centro tiene coordenadas:


  [image: ]

  [image: ],

  [image: ] y [image: ]


  Como [image: ]se tiene una elipse horizontal con ecuación ordinaria:


  [image: ]


  por tanto:


  [image: ]


  obteniendo [image: ]: [image: ]


  los vértices se ubican en:


  [image: ]y [image: ], que equivalen a: [image: ]y [image: ]


  los focos están en:


  [image: ] y [image: ]


  la excentricidad es: [image: ]y la longitud del lado recto es: [image: ]


  su gráfica es:


  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  el centro tiene coordenadas:


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], la ecuación representa al punto [image: ].


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  el centro tiene coordenadas:


  [image: ]

  [image: ]


  Como [image: ], no existe lugar geométrico que corresponda a esta ecuación.


  X.12 APLICACIONES


  Las aplicaciones que posee esta cónica son muy diversas en muchos de los ámbitos de la ciencia. Entre las más relevantes, se pueden citar las siguientes:


  
    	
      La característica de la elipse en un espejo de forma elipsoidal permite que un haz de luz que se origina en uno de sus focos y se impacte contra el espejo, se refleja en dirección del otro foco.

    

  


  
    	
      En la construcción, algunos puentes se diseñan con arcos semielípticos. Un arco con la forma de una elipse de la parte superior se usa para soportar la estructura del puente.

    

  


  
    	
      La propiedad acústica de la elipse se aplica en algunas construcciones. Por ejemplo, existe un famoso inmueble conocido como la galería de los murmullos localizado en el Ex Convento del Desierto de los Leones1, en la que una persona ubicada en uno de sus focos y que murmura, su voz puede escucharse por otra persona que se localice en el otro foco, a pesar que sea imperceptible para otras personas que estén en dicha galería.

    

  


  
    	
      Existen algunos hornos construidos en forma de elipsoides. La fuente de calor se ubica en uno de sus focos y los elementos por calentar se colocan en el otro foco, aprovechando que la transferencia térmica se concentra ahí.

    

  


  
    	
      Una de las leyes de Kepler acerca del movimiento de los planetas del sistema solar plantea que los planetas describen trayectorias elípticas y que en uno de sus focos se localiza el Sol.

    

  


  
    	
      Los cuerpos que giran alrededor de otros, también describen trayectorias elípticas, tal es el caso de algunos asteroides, los cometas que giran alrededor del Sol, y las lunas girando alrededor de sus respectivos planetas.

    

  


  X.13 EJERCICIOS PROPUESTOS


  
    	
      Para las siguientes elipses obtener: a) la longitud del semieje mayor, b) la longitud del semieje menor, c) los vértices, d) los focos, e) la excentricidad, f) la longitud del lado recto, g) la longitud del eje mayor, h) la longitud del eje menor, i) el tipo de elipse (horizontal o vertical):

    

  


  1) [image: ]


  2) [image: ]


  3) [image: ]


  4) [image: ]


  
    	
      Obtener las ecuaciones de las siguientes elipses y determinar todas sus características de manera que se satisfagan las condiciones que se indican:

    

  


  5) Vértices [image: ], focos [image: ]


  6) Focos [image: ], vértices [image: ]


  7) Vértices [image: ], [image: ]


  8) Focos [image: ], semieje menor igual a nueve


  9) [image: ],vértices [image: ]


  10) [image: ], [image: ]


  11) Vértices [image: ], pasa por el punto [image: ]


  
    	
      Encontrar la ecuación general de la elipse y todas sus características si:

    

  


  12) Centro [image: ], [image: ], eje mayor: [image: ]


  13) Centro [image: ], [image: ], eje mayor: [image: ]


  14) Centro [image: ], un vértice en [image: ]y un foco en [image: ]


  15) Vértices en [image: ]  y [image: ] pase por el punto [image: ]


  
    	
      Determinar todas las características de las elipses siguientes:

    

  


  16) [image: ]


  17) [image: ]


  18) [image: ]


  19) [image: ]


  20) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  ______________________


  1 Este lugar se ubica en la delegación Cuajimalpa, al poniente de la Ciudad de México.[regresar]


  HIPÉRBOLA


  UNIDAD XI


  XI.1 DEFINICIÓN DE HIPÉRBOLA


  Una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos [image: ]del plano, tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos en el plano es constante. Los puntos fijos [image: ]y [image: ]se llaman focos. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Con relación a la figura, el segmento de recta p [image: ]que pasa por los focos es el eje real. La mediatriz [image: ]del eje real es el eje imaginario. Cada extremo del eje real [image: ]y [image: ]se llama vértice. El punto medio del segmento [image: ]se llama centro de la hipérbola. La distancia del centro a cada vértice se llama semieje real y la distancia del centro a cada extremo del eje imaginario se conoce como semieje imaginario1.


  XI.2 ECUACIÓN ORDINARIA DE LA HIPÉRBOLA HORIZONTAL CON CENTRO EN EL ORIGEN


  A partir de la definición de la hipérbola y de la expresión para calcular la distancia entre dos puntos, se puede deducir la ecuación de una hipérbola en un sistema de coordenadas rectangulares.


  Si los vértices se ubican en las coordenadas [image: ]y [image: ], los focos están en [image: ]y [image: ], el eje real de la hipérbola es coincidente al eje [image: ], y si su centro se ubica en el origen, tiene la siguiente forma:


  [image: ]


  Si el punto [image: ]está en cualquiera de los vértices, la diferencia de distancias [image: ]da como resultado[image: ], por lo que la suma constante se establece en [image: ].


  El punto [image: ]pertenecerá a la hipérbola si y sólo si: [image: ],


  por lo tanto:

  [image: ]


  que equivale a:

  [image: ]


  elevando ambos miembros al cuadrado:

  [image: ]


  desarrollando:

  [image: ]

  

  [image: ]


  eliminando términos iguales:

  

  [image: ]


  que equivale a:

  

  [image: ]


  dividiendo todo por [image: ] [image: ]


  elevando nuevamente al cuadrado ambos miembros:

  

  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]


  reduciendo términos semejantes:

  

  [image: ]


  invirtiendo nuevamente los miembros

  

  [image: ]


  acomodando convenientemente:

  

  [image: ]


  factorizando [image: ]en el primer miembro y [image: ]en el segundo miembro:

  

  [image: ]


  si se denota como [image: ]a la expresión [image: ], y se sustituye se tiene que:

  

  [image: ]


  dividiendo por [image: ]toda la expresión:

  

  [image: ]


  finalmente queda como:


  [image: ]


  ecuación conocida como ecuación ordinaria o canónica de la hipérbola horizontal con centro en el origen, de semieje real [image: ]y de semieje imaginario [image: ].


  Una de las asíntotas pasa por el origen y el punto [image: ], por lo que su ecuación está dada por: [image: ]. La otra asíntota pasa por el origen y el punto [image: ], por lo que su ecuación está dada por: [image: ]. Esto significa que las ecuaciones de las asíntotas para este caso son: [image: ].


  X.3 LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA HIPÉRBOLA HORIZONTAL


  Para cualquier hipérbola, los segmentos perpendiculares al eje real que pasan por sus focos y que incluyen a los extremos de la curva se denominan lados rectos [image: ]. Gráficamente es:


  [image: ]


  Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto, que pasa por el foco [image: ], se sustituye [image: ]por [image: ]en la ecuación despejada para [image: ]:

  [image: ]



  pero como [image: ], se tiene:

  [image: ]



  por lo cual, las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ]del lado recto asociado a [image: ]son:

  [image: ] y [image: ]


  Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco [image: ], el procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos [image: ] y [image: ]son simétricos a los puntos [image: ]y [image: ]con respecto al eje [image: ], con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ]del lado recto asociado a [image: ] son:

  

  [image: ] y [image: ]


  La longitud, medida en unidades lineales [image: ], de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus ordenadas. Por lo tanto:


  [image: ]


  X.4 EXCENTRICIDAD DE UNA HIPÉRBOLA


  Para cualquier hipérbola, a la relación que existe entre [image: ]y [image: ], se le conoce como su excentricidad y se denota con la letra [image: ]:


  [image: ]


  Como el valor de [image: ](foco) es más grande que el[image: ](vértice), siempre se cumple que [image: ].


  Ejemplos.


  Calcular las longitudes de los semiejes real e imaginario, las coordenadas de los vértices, focos, la longitud del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asíntotas de las siguientes hipérbolas:


  1) [image: ]


  Solución.


  El eje real es [image: ]. [image: ]


  los vértices se encuentran en: [image: ]y [image: ]


  los extremos del eje imaginario están en: [image: ]y [image: ]


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  los focos se ubican en: [image: ]y [image: ]


  La excentricidad es: [image: ]. El lado recto es:[image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], es decir: [image: ]y [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  Dividiendo todo por[image: ]:


  [image: ]


  De la ecuación se deduce que: [image: ]y [image: ].


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  los vértices se ubican en [image: ]y[image: ]


  los extremos del eje imaginario están en: [image: ]y [image: ]


  los focos se encuentran en: [image: ]y [image: ]


  la excentricidad es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], es decir: [image: ]y [image: ]


  Ejemplo.


  Si se sabe que se tiene un foco en [image: ] y un vértice en [image: ], obtener las características de la hipérbola.


  Solución.


  Por simetría se deduce que el otro vértice está en [image: ]y el otro foco en: [image: ]


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  la ecuación buscada es: [image: ]


  la excentricidad es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], es decir: [image: ]y >[image: ]


  X.5 ECUACIÓN ORDINARIA DE LA HIPÉRBOLA VERTICAL CON CENTRO EN EL ORIGEN


  El procedimiento para obtener la ecuación de la hipérbola vertical es muy similar al que se hizo con la hipérbola horizontal.


  En este caso, los vértices y focos están sobre el eje[image: ]en las coordenadas [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ], respectivamente, y aplicando la expresión de distancia entre dos puntos se tiene que:


  [image: ]


  que equivale a:


  [image: ]


  después de desarrollar, eliminar radicales y simplificar, se llega a:


  [image: ]


  ecuación conocida como ecuación ordinaria o canónica de la hipérbola vertical con centro en el origen, y de semieje imaginario [image: ]. La hipérbola en este caso tendría la siguiente forma:


  [image: ]


  Una de las asíntotas pasa por el origen y el punto [image: ], por lo que su ecuación está dada por: [image: ]. La otra asíntota pasa por el origen y el punto [image: ], por lo que su ecuación está dada por: [image: ]. Esto significa que las ecuaciones de las asíntotas para este caso son: [image: ].


  X.6 LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA HIPÉRBOLA VERTICAL


  Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto de una hipérbola vertical, que pasa por el foco [image: ], se sustituye el valor de [image: ]por [image: ]en la ecuación despejada para [image: ]:


  [image: ]


  pero como [image: ], se tiene:


  [image: ]


  por lo cual, las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ]del lado recto asociado a [image: ]son:


  [image: ] y [image: ]


  Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco [image: ], el procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos [image: ]y [image: ]son simétricos a los puntos [image: ]y [image: ]con respecto al eje [image: ], con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las coordenadas de los extremos [image: ]y [image: ]del lado recto asociado a [image: ]son:


  [image: ] y [image: ]


  [image: ]


  La longitud, medida en unidades lineales [image: ], de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus abscisas. Por lo tanto:


  
    [image: ].
  


  Ejemplos.


  1) Obtener todas las características de la hipérbola de ecuación: [image: ]


  Solución.


  De la ecuación se deduce que: [image: ]y [image: ]


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  los vértices se ubican en [image: ]y [image: ]


  los extremos del eje imaginario están en: [image: ]y [image: ]


  los focos se encuentran en: [image: ]y [image: ]


  la excentricidad es: [image: ]. El lado recto es: [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], es decir: [image: ] y [image: ]


  2) Obtener todas las características de la hipérbola con focos en [image: ]y que tiene asíntotas de ecuaciones: [image: ].


  Solución


  De los datos se deduce que: [image: ]y que el eje real es [image: ]


  De las ecuaciones de las asíntotas se despeja [image: ]:


  [image: ]


  pero también se sabe que:


  [image: ]

  [image: ]


  por lo tanto, la ecuación buscada es:


  [image: ]


  los vértices están en [image: ], la excentricidad es: [image: ]


  la longitud del lado recto es: [image: ]


  X.7 ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA HORIZONTAL CUANDO SU CENTRO ES CUALQUIER PUNTO DEL PLANO


  Si el centro de la hipérbola horizontal es el punto [image: ], que es el origen del sistema coordenado [image: ], su ecuación ordinaria viene dada por:


  [image: ]


  pero teniendo en cuenta las fórmulas de traslación:


  [image: ] y [image: ]


  y sustituyendo en la ecuación anterior se tiene que:


  [image: ]


  que es la ecuación ordinaria de la hipérbola horizontal con centro en [image: ], de semieje real [image: ]y de semieje imaginario [image: ].


  La siguiente figura muestra este caso:


  [image: ]


  De la figura se puede apreciar que los vértices están en: [image: ]y [image: ], los extremos del eje imaginario están en: [image: ]y [image: ], por su parte, los focos se ubican en [image: ]y >[image: ]. La longitud del lado recto sigue siendo [image: ], los extremos de los lados rectos son: [image: ]y las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ].


  Ejemplo.


  Encontrar todos los elementos de la hipérbola cuya ecuación es:[image: ]


  Solución.


  De la ecuación se aprecia que [image: ]y [image: ]


  por lo tanto, el centro se ubica en [image: ].


  Por otra parte, se tiene:


  [image: ]


  los vértices están en:[image: ]que equivale a:


  [image: ]y [image: ]


  obteniendo [image: ]:


  [image: ]


  los focos se ubican en: [image: ]que equivale a:


  [image: ]y [image: ]


  la excentricidad es: [image: ].


  el lado recto es: [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], que equivale a: [image: ]


  desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: [image: ]y [image: ].


  X.8 ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA VERTICAL CUANDO SU CENTRO ES CUALQUIER PUNTO DEL PLANO


  Si el centro de la hipérbola vertical es el punto [image: ], que es el origen del sistema coordenado [image: ], su ecuación ordinaria viene dada por:


  [image: ]


  pero teniendo en cuenta las fórmulas de traslación:


  [image: ] y[image: ]


  y sustituyendo en la ecuación anterior se tiene que:


  [image: ]


  que es la ecuación ordinaria de la hipérbola vertical con centro en [image: ], de semieje real [image: ]y de semieje imaginario [image: ]. La siguiente figura muestra este caso


  [image: ]


  De la figura se puede apreciar que los vértices están en: [image: ]y [image: ]y los focos se ubican en [image: ]y [image: ]. La longitud del lado recto sigue siendo [image: ], los extremos de los lados rectos son: [image: ]y las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ].


  Ejemplo.


  Encontrar la ecuación de la hipérbola y sus características si tiene vértices en [image: ]y [image: ]y cuya longitud de sus lados rectos es [image: ]


  Solución.


  Como las abscisas de los vértices no cambian, se trata de una hipérbola vertical.


  el centro se ubica en [image: ], esto es, [image: ]y [image: ]


  así que el semieje real es: [image: ]


  despejando [image: ]de la expresión del lado recto:


  [image: ]


  así que la ecuación buscada es:


  [image: ]


  obteniendo [image: ]


  [image: ]


  los focos se ubican en: [image: ]que equivale a: [image: ]y [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], que equivale a: [image: ]


  desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: [image: ]y [image: ].


  X.9 ECUACIÓN GENERAL DE LA HIPÉRBOLA HORIZONTAL


  Sea la ecuación ordinaria trasladada de la hipérbola horizontal: [image: ]


  desarrollando se tiene:

  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  acomodando:

  [image: ]


  realizando los siguientes cambios de variable:

  [image: ]


  la expresión queda como:


  [image: ]


  que es la ecuación general de la hipérbola horizontal. Nótese como [image: ], tanto en signo como en magnitud.


  Ejemplo.


  Obtener la ecuación general de la hipérbola horizontal y sus características si el semieje real igual a seis, el semieje imaginario es cinco y su centro está en [image: ].


  Solución.


  [image: ]

  



  los vértices están en: [image: ]


  obteniendo [image: ]:

  

  [image: ]


  los focos se ubican en: [image: ]


  la excentricidad es: [image: ], la longitud del lado recto es: [image: ].


  Las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], que equivale a: [image: ]


  desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: [image: ]y [image: ].


  La ecuación ordinaria trasladada queda:

  

  [image: ]


  multiplicando por [image: ]: [image: ]


  desarrollando:

  

  [image: ]


  acomodando se llega a la ecuación general pedida:

  

  [image: ]


  X.10 ECUACIÓN GENERAL DE LA HIPÉRBOLA VERTICAL


  Sea la ecuación ordinaria trasladada de la hipérbola vertical:

  

  [image: ]


  desarrollando se tiene:

  

  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:

  

  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]


  acomodando:

  

  [image: ]


  realizando los siguientes cambios de variable:

  

  [image: ]


  la expresión queda como:


  [image: ]


  que es la ecuación general de la hipérbola vertical. Adviértase que en este caso el signo negativo lo lleva la variable [image: ].


  Ejemplo.


  Obtener la ecuación general de la hipérbola con focos en [image: ]y [image: ]y con excentricidad

  [image: ].


  Solución.


  Al no cambiar las abscisas de los focos, se trata de una hipérbola vertical con centro en

  [image: ], esto es, [image: ]y [image: ]


  obteniendo [image: ]:

  [image: ]


  despejando [image: ]de la excentricidad:

  [image: ]


  bteniendo [image: ]:

  [image: ]


  así que la ecuación buscada es:

  [image: ]


  multiplicando por [image: ]:

  [image: ]

  

  [image: ]


  acomodando se llega a la ecuación general pedida:

  [image: ]


  X.11 CARACTERÍSTICAS DE LA HIPÉRBOLA A PARTIR DE SU ECUACIÓN GENERAL


  Para transformar la ecuación general de la hipérbola horizontal:[image: ]a su ecuación ordinaria: [image: ], o para pasar de la ecuación general de la hipérbola vertical: [image: ]a su respectiva ecuación ordinaria: [image: ], se puede lograr realizando los siguientes pasos:


  1. Se reordenan los términos en [image: ]y en [image: ]


  2. Se extrae como factor común al coeficiente de la variable elevada al cuadrado


  3. Se completan los cuadrados perfectos(TCP)


  4. Se factoriza


  5. Se divide entre el término independiente.


  Ejemplos.


  Obtener todas las características de las siguientes hipérbolas:


  1) [image: ]


  Solución.


  Siguiendo la metodología sugerida, se tiene:

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  El eje real es [image: ]. Se aprecia que [image: ], por lo que el centro se ubica en: [image: ]

  [image: ]


  la ubicación de los vértices es: [image: ]y [image: ]


  obteniendo [image: ]:

  [image: ]


  los focos se ubican en: [image: ]y [image: ]


  La excentricidad es: [image: ]La longitud del lado recto es: [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ]


  desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas:

  

  [image: ]y [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  De acuerdo a la metodología mencionada, se tiene:

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ] que equivale a:[image: ]


  El eje real es [image: ]. Se aprecia que[image: ], por lo que el centro se ubica en [image: ]

  [image: ]


  la ubicación de los vértices están en: [image: ]y [image: ]


  obteniendo [image: ]:

  [image: ]


  los focos se ubican en: [image: ]y [image: ]


  la excentricidad es: [image: ]La longitud del lado recto es: [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], es decir: [image: ]


  desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas: [image: ]y[image: ].


  3) [image: ]


  Solución.


  Conforme a la metodología expuesta, se tiene:

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ][image: ]


  El eje real es [image: ]. Se aprecia que [image: ], por lo que el centro se ubica en [image: ].[image: ]


  la ubicación de los vértices es: [image: ]y [image: ]


  obteniendo [image: ]:

  [image: ]


  los focos se ubican en: [image: ]y [image: ]


  La excentricidad es: [image: ]La longitud del lado recto es: [image: ]


  las ecuaciones de las asíntotas son: [image: ], esto es: [image: ]


  desarrollando y reduciendo se obtienen las rectas:

  [image: ]y [image: ]


  XI.12 CASO ESPECIAL O DEGENERADO DE UNA HIPÉRBOLA


  Si en el proceso de transformación de la ecuación general a la ecuación ordinaria sucede que el término independiente es cero, el resultado no es una hipérbola sino dos rectas no paralelas que surgen de la factorización de la diferencia de dos cuadrados. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Obtener todas las características de las siguientes ecuaciones:


  1) [image: ]


  Solución.


  Se sabe que [image: ], por lo tanto si se aplica se tiene que:

  [image: ], y las rectas que se cruzan son: [image: ]y[image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  Acomodando las variables: [image: ]


  Ahora, siguiendo el procedimiento planteado:

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  factorizando: [image: ]


  separando las variables se tiene:

  [image: ]

  y [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  Acomodando las variables: [image: ]


  Ahora, siguiendo el procedimiento planteado:

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  factorizando: [image: ]


  separando las variables. Se tiene:

  [image: ]

  y [image: ]


  XI.12 APLICACIONES


  Algunas aplicaciones de la hipérbola se pueden encontrar en:


  1. En la localización de epicentros de movimientos telúricos a través de sismógrafos.


  2. La naturaleza de la hipérbola se aprovecha en el diseño de telescopios reflectores.


  3. En la navegación se utiliza la definición de la hipérbola: un barco se encuentra sobre una hipérbola cuyos focos están en la posición de dos estaciones. La razón de esto es que la diferencia constante de tiempo entre las señales emitidas desde cada estación corresponde a una diferencia constante entre las distancias del barco a cada estación. Mediante la utilización de la hipérbola se puede saber la localización exacta del barco.2


  4. Investigaciones de física atómica han demostrado que las partículas alfa apuntadas hacia el núcleo de un átomo son repelidas y siguen una trayectoria hiperbólica.


  5. Las trayectorias de los algunos cometas externos del sistema solar que son atraídos por la gravedad del Sol, describen una órbita hiperbólica, considerando que en uno de los focos está el Sol. Al describir este movimiento, estos cometas escaparán nuevamente de este sistema.


  6. En el diseño de algunos arcos y cúpulas de construcciones modernas.


  7. Una relación hiperbólica determina que dos cantidades son inversamente proporcionales.


  IX.13 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) De las definiciones de elipse e hipérbola, ¿en dónde radica la diferencia?


  
    	
      Para las siguientes hipérbolas obtener: a) la longitud del semieje real, b) la longitud del semieje imaginario, c) los vértices, d) los focos, e) la excentricidad, f) la longitud del lado recto, g) la longitud del eje real, h) la longitud del eje imaginario, i) el tipo de hipérbola (horizontal o vertical) y h) las ecuaciones de la asíntotas:

    

  


  2) [image: ]


  3) [image: ]


  4) [image: ]


  5) [image: ]


  
    	
      Obtener las ecuaciones de las siguientes hipérbolas y determinar todas sus características de manera que se satisfagan las condiciones que se indican:

    

  


  6) Semieje real igual a diez, semieje imaginario igual a catorce, eje real:[image: ].


  7) Focos [image: ], semieje imaginario igual a cuatro.


  8) Asíntotas: [image: ], vértices [image: ]


  9) [image: ], asíntotas: [image: ], eje real: [image: ].


  10) [image: ], asíntotas: [image: ] , eje real: [image: ].


  
    	
      Encontrar la ecuación general de la hipérbola y sus características si:

    

  


  11) Centro en [image: ], un vértice en [image: ]y un foco en [image: ]


  12) [image: ], centro [image: ]y un foco en [image: ].


  
    	
      Determinar todas las características de las hipérbolas siguientes:

    

  


  13) [image: ]


  14) [image: ]


  15) [image: ]


  16) [image: ]


  17) ¿Cómo se puede saber si una ecuación de la forma [image: ]representa a una hipérbola o a un par de rectas no paralelas?


  
    	
      Determinar la naturaleza de las siguientes ecuaciones:

    

  


  18) [image: ]


  19) [image: ]


  20) Exponer cinco aplicaciones de los conceptos vistos en esta unidad que no hayan sido mencionadas.


  ____________________


  1 Algunos textos, definen al eje real como eje transverso y al eje imaginario como eje conjugado.[regresar]


  2 Este sistema de navegación recibe el nombre de LORAN.[regresar]
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